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Einleitung 



0.1 Einfiihrung 

Geschafft! Nach knapp ftinf Jahren Studium bin ich nun an dessen Ende angelangt. Am 
meisten Spafi haben mir wahrend dieser Zeit alle die Sachen gemacht, die mit Algebra 
und Kombinatorik zu tun hatten. Das Thema dieser Arbeit liegt im Grenzbereich dieser 
beiden Gebiete, wobei der Schwerpunkt auf der Kombinatorik liegt. 

Zum Inhalt: Im 1. Kapitel lernen wir die Begriffe und Objekte aus der diskreten 
Geometrie kennen, die wir in den folgenden Kapiteln benotigen. Zwischen den Klassen 
der wichtigsten dieser Objekte gilt folgende Beziehung: 

{Polytope} D {Gitterpolytope} D {Flusspolytope} D {Transportpolytope} 

Polytope sind konvexe, beschrankte Mengen im W 1 . Gitterpolytope sind solche mit 
ganzzahligen Ecken. Die letzten beiden Klassen erhalt man als Losungsmengen von 
Problemen aus der Graphentheorie (Fluss- und Transportprobleme). 

In Kapitel 2 werden wir sehen, wie man Gitterpolytope in kleinere Gitterpolytope 
unterteilt, bis man schliefilich eine Triangulierung, d. h. eine Zerlegung in Simplexe, 
erhalt. Genauer untersuchen werden wir Pullingtriangulierungen und regulare Triangu- 
lierungen. 

Die algebraischen Grundlagen werden in Kapitel 3 vermittelt. Dort wird definiert, wie 
man aus einer Punktmenge A C Z n (z. B. der Menge der Gitterpunkte eines Polytops) 
ein torisches Ideal erhalt. Aufierdem beweisen wir eine Aussage tiber den Zusammen- 
hang zwischen Grobnerbasen von torischen Idealen auf der einen Seite und regularen 
unimodularen Triangulierungen der zugehorigen Punktmenge auf der anderen Seite. 

In Kapitel 4 gehen wir folgenden Fragen nach: In welchem Grad sind die torischen 
Ideale von Transport- und Flusspolytopen erzeugt? Welche Gradschranken kann man 
fur Grobnerbasen angeben? Gibt es bessere Schranken, wenn man sich auf glatte Trans- 
portpolytope beschrankt? Insbesondere werden wir beweisen, dass torische Ideale von 
Flusspolytopen alle im Grad drei erzeugt sind. 

In Kapitel 1-3 werden (bis auf einen Teil von Abschnitt 1.4) bekannte Fakten wie- 
dergegeben, teilweise fur unseren Bedarf modifiziert. Bei Kapitel 4 handelt es sich bis 
auf Abschnitt 4.1 um neue Erkenntnisse. 

Die hier untersuchten Fragestelhmgen haben Verbindungen zu verschiedenen Ge- 
bieten der Mathematik. Transport- und Flussprobleme und die zugehorigen Polytope 
treten an verschiedenen Stellen in der kombinatorischen Optimierung und in vielen 
praktischen Anwendungen auf. Transportpolytope kommen in der Statistik unter der 
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Bezeichnung Kontingenztabellen vor. Zu ihrer Untersuchung werden dort audi die zu- 
gehorigen torischen Ideale betrachtet. In der algebraischen Geometrie interessiert man 
sich fur glatte Polytope. Eine grofie Beispielmenge daftir sind die glatten Flusspolytope. 

Gradschranken fur Erzeugendensysteme und Grobnerbasen bzw. Erzeugendensyste- 
me und Grobnerbasen in niedrigem Grad zu kennen ist u. a. deshalb interessant, weil 
man dann weifi, dass sich konkrete Berechnungen mit den torischen Idealen schnell 
durchfuhren lassen. 

Zum Lesen (und Verstehen) dieser Arbeit werden nicht viele Vorkenntnisse benotigt. 
Der Leser sollte lediglich wissen, was ein Graph ist und die Grundlagen der (linearen) 
Algebra beherrschen. 

An dieser Stelle mochte ich ganz herzlich meinem Betreuer Christian Haase danken, 
der mich fur dieses Thema begeistert hat und jederzeit fur Fragen und Diskussionen zur 
Verfiigung stand. Weiterhin danken mochte ich Martin Gotze, der alle meine Fragen zu 
BTeX und Perl beantworten konnte, sowie Rene Birkner, der diese Arbeit Korrektur 
gelesen hat. 



0.2 Notation 
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0.2 Notation 

In diesem Abschnitt wird kurz die verwendete Notation beschrieben. 

Die Potenzmenge einer Menge M bezeichnen wir mit V(M). Mit [n] bezeichnen wir 
die Menge {1, . . . , n} und die natiirlichen Zahlen sind die Menge N := {0, 1, 2, 3, . . .}. 

Fur eine Menge M bezeichnet M mxn die Menge der (m x n)-Matrizen mit Eintragen 
aus M. Die (n x n)-Einheitsmatrix bezeichnen wir mit I n oder /, falls die Dimension 
klar ist. Matrizen werden in der Regel mit lateinischen Grofibuchstaben bezeichnet. 

Sei A eine (m x n)-Matrix. Den Eintrag in der i-ten Zeile und j'-ten Spalte bezeichnen 
wir mit aij. Die transponierte Matrix bezeichnen wir mit A T . 

Sei M eine Menge. Punkte bzw. Vektoren m G M n werden geschrieben als m = 
(mi, . . . , m n ). rrii bezeichnet also einen Vektor, wohingegen nii die i-te Komponente 
eines Vektors m bezeichnet. Wir schreiben a > b genau dann, wenn > hi fur alle i 
gilt. Analog definieren wir a < fo, a > b und a < b. \a\ 1 := J2i a-i bezeichnet wie ublich 
die 1-Norm eines Vektors. 

Zu einem i^-Vektorraum V bezeichnet V* := {tp : V — > K \ ip ist linear} den Dual- 
raum. (Z ra )* bezeichnet entsprechend die Z-linearen Abbildungen von Z™ nach Z. Alle 
vorkommenden Vektorraume werden Unterraume von W 1 sein. 

Ungerichtete Graphen auf einer (endlichen) Knotenmenge V mit Kantenmenge E C 
(^) werden wie ublich geschrieben als G = (V,E). Gerichtete Graphen auf der Kno- 
tenmenge V mit Kantenmenge E C V x V werden geschrieben als G = (V,E). In 
ungerichteten Graphen wird die Menge der zu v G V inzidenten Kanten bezeichnet mit 
6(v) := {{a,b} € E \v = a oder v = b}. Im gerichteten Fall definieren wir fur einen 
Knoten v die Mengen 5 + (v) := {(a, b) G E \ v = b} und S~(v) := {(a, b) G E \ v = a} 
sowie fur eine Kante (u,v) die Mengen 5 + ((u, v)) = v und 5~((u, v)) = u. 

Mit K n bezeichnen wir den ungerichteten vollstandigen Graphen auf n Ecken. Mit 
E- m ,n bezeichnen wir den gerichteten vollstandig bipartiten Graphen, bei dem in der 1. 
Farbklasse m Knoten und in der 2. Farbklasse n Knoten sind und alle Kanten von der 
ersten Farbklasse in die zweite Farbklasse zeigen. 

Fur einen gerichteten Graphen mit (geordneter) Knotenmenge V = {v±, . . . ,v n } und 
Kantenmenge E = {e\, . . . ,e m } ist die Indzidenzmatrix die (n x m)-Matrix A mit 

— 1 fur Vi = 5~(ej) 
— \ +1 fiir vi = 5 + (ej) 
sonst 
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1 Gitterpolytope 



In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Objekten aus der diskreten Geometrie. Wir 
definieren zunachst Kegel, Polytope und Gitterpolytope. Dann widmen wir uns den 
Transport- und Flusspolytopen. 

1.1 Polyeder, Polytope und Kegel 

In diesem Abschnitt werden kurz die grundlegenden Begriffe und wichtige Satze der 
Polytoptheorie erklart. Weitergehende Informationen und Beweise findet man beispiels- 
weise in [Zie95, Kapitel 0-2]. 

Definition 1.1.1 (Unterraume, affine und konvexe Hiille, Kegel). 

Sei V = {i>i, . . . , Vi} C M n . Dann definieren wir 

• den von V erzeugten Unterraum lin(V) := {X^=i ^i v i I \ ^ 

• die affine Hiille von V bzw. den von V erzeugten affinen Raum 
aff(V) := {E-=i hvi | A, G R, £< =1 h = 1}, 

• den von V aufgespannten Kegel cone(y) := {X^i=i \ v i I Aj G M, Aj > 0} und 

• die konvexe Hiille conv(F) := {X)i=i ^i v i | Aj G R, Aj > 0, Yl\=i Aj = 1} von V. 

Eine Menge U C W 1 heifit Unterraum / affin / konvex, wenn eine Menge V C W 1 
existiert, sodass U = lin(V) / U = aff(V) / U = conv(y). 

Ein Menge a C 1" heifit Kegel, wenn eine endliche Menge V C Q™ existiert mit 
a = cone(y). 1 

Seien A\,A^ C M n zwei affine Raume. (p : A\ — > A2 heifit affine Abbildung, wenn fur 
01, . . . , a k G A 1 und Ai, . . . , X k G R mit J2i ^ = 1 S ilt: v(J2i ^i a i) = J2i Aj^(«i)- 

Eine Menge {vi, . . . ,vi} C M. n heifit affin abhangig, wenn ein Vektor A G M 1 \ {0} 
existiert mit Yli=i ^i v i = un d Yli=i = 0- Andernfalls heifit V affin unabhdngig. 

Das relativ Innere einer konvexen Menge P C M n , bezeichnet mit relint(P), ist 
definiert als das Innere (im topologischen Sinn) von P, aufgefasst als (topologischer) 
Unterraum von aff(P). 

Die Dimension einer konvexen Menge P ist definiert als die Dimension der affinen 
Hiille. 

x Bei uns sind also alle Kegel endlich erzeugt und rational. 
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Sei ip G (W 1 )* und c G M. 2 Dann erhalten wir den positiven Halbraum H+ = H + : = 
{x G W l j ip(x) > c}, den negativen Halbraum H~ = H~ := {a; e R" ip(x) < c}, 
sowie die affine Hyperebene H^^ = H := H + fl 

P C M n heifit Polyeder, wenn P Schnitt von endlich vielen Halbraumen ist. P heifit 
Polytop, wenn P die konvexe Hulle einer endlichen Menge V ist. Dies ist aquivalent 
dazu, dass P ein kompaktes Polyeder ist. Alle Kegel sind Polyeder. 

Fur zwei Polyeder P und Q definieren wir die Minkowskisumme P + Q := {p + q \ 
p G P, q G Q}. Fur ein Polyeder P und eine Zahl c G M>o definieren wir c • P : = 
{c • i> 1 1> G P}. 

Ein Kegel heifit spite, wenn er keinen von {0} verschiedenen Unterraum enthalt. 

Sei P C M n ein Polytop und F C P. P heifit S'eite von P, geschrieben P -< P, genau 
dann, wenn y> G (M n )* und c G M existieren, sodass F = H VtC n P und P C P^ c , d. h. 
F = {v G P | = rnin^gp 9?(cc)}. V 7 heifit dann (innerer) Normalenvektor an P. 

Seiten eines Polytops sind wieder Polytope. Seiten von Kodimension eins heifien 
Facetten, nulldimensionale Seiten heifien Ecken. F -< P nennen wir echte Seite, wenn 
^ F ^ P gilt. Die Menge der Ecken von P bezeichnen wir mit vert(P). Fiir jedes 
Polytop P gilt conv(vert(P)) = P. 

Fiir Seiten der Form S = {x G P | > c} fiir ein i G [n] verwenden wir die 
abkiirzende Schreibweise [xj > c]. 

Die Menge der Seiten eines Polytops ist mittels „C" halbgeordnet und bildet einen 
Verband. Aus G ~< F ~< P folgt also G -< P. Jede echte Seite G eines Polytops lasst 
sich schreiben als Schnitt der Facetten, die G enthalten. Jede Seite von Kodimension 
zwei lasst sich schreiben als Schnitt von zwei Facetten. 

Ein ci-dimensionaler Simplex ist ein Polytop, das sich als konvexe Hiille von d + 1 
affin unabhangigen Vektoren schreiben lasst. 

Ein ci-dimensionales Polytop heifit einfach, wenn alle Ecken in genau (i-Facetten 
enthalten sind (Beispiel: Wurfel). Ein <i-dimensionales Polytop heifit simplizial, wenn 
alle Facetten (d — 1)-Simplexe sind (Beispiel: Oktaeder/Kreuzpolytop). Die Polytope, 
die sowohl einfach als auch simplizial sind, sind genau die Simplexe. 

1.2 Gitter und Gitterpolytope 

In diesem Abschnitt widmen wir uns einer speziellen Klasse von Polytopen: Den Git- 
terpolytopen. Das sind Polytope, deren Ecken alle auf einem Gitter (bei uns Z n ) liegen. 

Sei B := {&i, . ,&d} Q ^ n em e linear unabhangige Menge. Die Menge A := 
{/Ci ^i^i | Aj G Z} bezeichnen wir dann als ci-dimensionales Gitter und B als Gitterbasis 
von A. Gitter sind also nichts anderes als endlich erzeugte Untergruppen von W 1 . Ein 

2 Wer will, kann sich ein Skalarprodukt wahlen und dann (R n )* und R n identifizieren. Wir werden dies 
gelegentlich tun, ohne es explizit zu erwahnen, z. B. um in den Abbildungen ein Polytop und seine 
Normalenkegel in das gleiche Bild zeichnen zu konnen und um in spateren Kapiteln die Notation 
zu vereinfachen. 



1.2 Gitter und Gitterpolytope 
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wichtiges Beispiel fur Gitter ist A = Z n . Aus der Cramerschen Regel folgt, dass eine 
Menge {b\, . . . , b n } C Z n genau dann Gitterbasis von Z ra ist, wenn |det(&i, . . . , b n )\ = 1 
gilt. 

Ein Gitterhomomorphismus zwischen zwei Gittern A C R n und A' C R n ist erne 
Abbildung ip : A — > A', die sich zu einer linearen Abbildung 4> '■ lin(A) — ► lin(A') 
fortsetzen lasst. Ein Gitterisomorphismus ist ein bijektiver Gitterhomomorphismus. 

Es sei SL n (Z) := {M G Z nxn \ |detM| = 1} die Menge der unimodularen Matrizen. 
Ein Gitter mit Basis {61, . . . , bd} heifit unimodular, wenn es eine Matrix M G SL n (Z) 
gibt, mit Mbi = fur i = 1, . . . , d. Z n ist also unimodular. 

Ein affines Gitter ist ein um einen Vektor u G M n verschobenes Gitter. Ein affines 
Gitter v + A (fur ein Gitter A) heifit unimodular, wenn A unimodular ist. 

Eine affine Gitterabbildung zwischen den beiden affinen Gittern A + v C M ra und 
A' + w' C M m ist eine Abbildung ip : A+v — ► A' + t/, die sich zu einer affinen Abbildung 
</> : aff(A + v) — > aff(A' + fortsetzen lasst. Ein affiner Gitterisomorphismus ist eine 
bijektive affine Gitterabbildung. Eine affine Abbildung ip : W 1 — > W 1 heifit unimodular, 
wenn M G SL n (Z) und b G W 1 existieren, sodass ip(v) = Mv + b fur alle G M n gilt. 

Definition 1.2.1 (Gitterpolytop). Sin Polytop PcR* /iei/fa Gitterpolytop beziig- 
lich des Gitter s Act", wenn vert(P) C A giZf. 

Im weiteren Verlauf werden unsere Gitterpolytope stets Gitterpolytope bezuglich des 
Gitters A = Z n sein. Das sind dann also genau die Polytope, bei denen alle Ecken 
ganzzahlige Koordinaten haben. 

Die Menge der Gitterpunkte eines gegebenen Polytopes P C W 1 wird im weiteren 
Verlauf dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen. Wir bezeichnen sie meist mit Ap = 

A-.= Pnz n . 

Definition 1.2.2 (Gitteraquivalenz von Polytopen und Kegeln). 

Seien PCI" und P' C W 71 Gitterpolytope. P und P' heifien gitteraquivalent, wenn 
es eine affine Abbildung ip : W 1 — > M m gibt mit ip\p bildet P bijektiv auf P' ab und 
V 9 lz n naff(P) bildet ab nach Z m naff(P') und ist affiner Gitterisomorphismus. 

Analog heifien zwei Kegel a C R n und a' C M. m gitteraquivalent, wenn es eine lineare 
Abbildung ip : W 1 — > M. m gibt mit ip\ a bildet a bijektiv auf a' ab und ^|z n nim(o-) bildet ab 
nach Z m n lin(cr') und ist Gitterisomorphismus. 

Ein simplizialer Kegel ist ein Kegel, der von linear unabhangigen Vektoren erzeugt 
ist. v G Z rf heifit primitiv, wenn {XiV \ < Aj < 1} PI Z rf = gilt. Fiir jeden Kegel ist 
es moglich primitive Erzeuger anzugeben: Man wahle ein beliebiges Erzeugendensys- 
tem und multipliziere dann jeden Vektor mit dem Kehrwert des grofiten gemeinsamen 
Teilers seiner Komponenten. Fiir einen ci-dimensionalen simplizialen Kegel gibt es ein 
eindeutiges Erzeugendensystem mit d primitiven Elementen. 

Wir definieren nun auf kombinatorische Art das Volumen von Simplexen und simpli- 
zialen Kegeln: 



12 



1 Gitterpolytope 



Definition 1.2.3 (Normalisiertes Volumen). Sei a = conv(vo, . . . , Vd) Q ^™ 
d-dimesionaler Simplex und E := {Yli=o ^i( v i ~ v o) | < A« < 1} das von den Ecken 
von a aufgespannte halboffene Parallelepiped (nachdem Vq in den Ursprung verschoben 
wurde). 

Wir definieren dann das normalisierte Volumen von a als die Anzahl der Gitterpunkte 
in E: 

vol(<7) := \EnZ n \ 

Sei a = cone(«i, . . . , Vd) C W 1 ein simplizialer Kegel und seien v\, . . . ,Vd primitiv. 
Dann definieren wir das normalisierte Volumen vol(cr) von a folgendermafien: 

vol(cr) := vol(conv(0, v±, . . . , Vd)) 



Diese Definition des Volumens eines Simplex ist unabhangig davon, welcher Vektor den 
Index hat. Dies folgt beispielsweise aus dem Volumenlemma auf Seite 32. 

Bemerkung 1.2.4 (Aquivalente Definitionen des normalisierten Volumens). 

Fur einen volldimensionalen simplizialen Kegel a C M. n mit primitiven Erzeugern 
. . . ,v n } gilt: 

vol(cr) = |det(i>i, . . . , v n )\ 

= n\ ■ L(conv(0, V\, . . . , v n )) (wobei mit L das Lebesguemafi bezeichnet wird) 
= \^ n /(j\ (wobei U das von V\, . . . ,v n erzeugte Untergitter bezeichnet) 

Definition 1.2.5 (Unimodulare Kegel und Simplexe). Ein Kegel a C W n mit 
dim(cr) = d heifit unimodular, wenn ein k G {0, . . . , d} existiert, sodass a gittera- 
quivalent ist zu dem Kegel M> x R d ~ k . 

Ein d-dimensionaler Simplex a C W 1 heifit unimodular, wenn a gitterdquivalent ist 
zu dem Einheitssimplex conv(0, ei, . . . , e^) C M d 

Bemerkung 1.2.6. Ein spitzer Kegel a C R n ist unimodular genau dann, wenn der 
Kegel simplizial ist und vol(<r) = 1 gilt. 

Ein Simplex a C 1" ist unimodular genau dann, wenn vol(u) = 1 gilt. 

Definition 1.2.7 (Normalenkegel). Fur ein Polytop P ist der (innere) Normalen- 
kegel an eine Seite S definiert als 

M P (S) :=<<p€ (R n )* <p(s) = mm(p(x) Vs G S 
[ xeP 

In Abbildung 1.1 ist ein Polytop zu sehen, bei dem an alien Ecken v der verschobene 
aufiere Normalenkegel —Mp(v) + v eingezeichnet ist. 



1.2 Gitter und Gitterpolytope 
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Bemerkung 1.2.8. • Der Normalenkegel ist stets volldimensional und enthdlt den 
Raum U 1 - , wobei mit U der zu aff(P) gehdrige Unterraum bezeichnet wird. 

• Sei F eine Facette von P und n ein (innerer) Normalenvektor an F . Dann gilt 
M P {F) = cone(n) + U ± . 

• Fur Seiten S -< P lasst sich Afp(S) schreiben als conejrii, . . . ,rifc} + U^, wobei 
n\, . . . ,rik Normalenvektoren an die Facetten sind, die S enthalten. 



Definition 1.2.9 (glatt). Ein Polytop heifit glatt, wenn der Normalenkegel an alien 
Ecken unimodular ist. 



Die Frage, ob ein Gitterpolytop P glatt ist, ist aus algebraischer Sicht deshalb in- 
teressant, weil diese Eigenschaft des Polytops aquivalent dazu ist, dass die zugehorige 
torische Varietat Xp glatt ist (s. [Ful93, §2.1]). In Abschnitt 4.5 werden wir sehen, dass 
glatte Polytope auch aus kombinatorischer Sicht gute Eigenschaft en haben. 

Beispiel 1.2.10. Betrachte das Polytop 

Ol T3l T3l 

P = conv(v 1 ,v 2 ,v 3 ) mitv 1 = , v 2 = , v s = ^ CI 2 

(s. Abb. 1.1). Die Normalenkegel an den drei Ecken haben die Determinanten 

det{Afp{ Vl )) = det _° x " 3 X =-1, 
det(A/p(t>2)) = det n n = — 1 und 
det(jV P (« 3 )) del . .,' 3. 



Der Normalenkegel an v$ ist also nicht unimodular und deshalb ist P nicht glatt. 



Bemerkung 1.2.11. Jedes glatte Polytop ist auch einfach. 

Beweis. Sei P ein ci-dimensionales glattes Polytop. Sei v eine Ecke, die in k Facetten 
liegt. Nach der Bemerkung von oben gilt Mp(v) = cone(ni, . . . , n^) + If- 1 . 

J\fp(v) ist unimodular, also gitteraquivalent zur Minkowskisumme eines simplizialen 
Kegels und eines Unterraumes. Damit muss aber auch schon Afp(v) die Minkowskisum- 
me eines simplizialen Kegels und eines Unterraumes sein. Folglich ist cone(ni, . . . ,n&) 
simplizial und damit k = d. □ 
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1 Gitterpolytope 




Abbildung 1.1: Ein Gitterpolytop im M 2 , das nicht glatt ist. Der Normalenkegel an 
der Ecke oben rechts ist nicht unimodular, denn das von seinen primitiven Erzeugern 
aufgespannte halboffene Parallelepiped enthalt aufier der Ecke noch zwei weitere Git- 
terpunkte. 



1.3 Flusspolytope 

In diesem Abschnitt definieren wir Flusspolytope und beweisen einige Satze dazu, die 
wir spater benotigen. Ein Flusspolytop ist die Menge aller Fltisse auf einem gegebenen 
Graphen, die bestimmte Randbedingungen erfiillen, wobei wir einen Fluss als Punkt 
im M E auffassen. Ein interessanter Spezialfall von Flusspolytopen sind Transportpoly- 
tope, die man erhalt, wenn der dem Flusspolytop zugrunde liegende Graph vollstandig 
bipartit ist. 

Definition 1.3.1 (Flusspolytope). Seien ein gerichteter Graph G = (V,E) mit In- 
zidenzmatrix Ig, der Bedarfsvektor d £ \ {0} 3 ' , sowie obere und untere Schranken 

u, I € 7L E gegeben. Dann definieren wir das Flusspolytop F^t d t folgendermaflen: 

3 Den Fall d — verbieten wir, weil F dann i. A. nicht mehr homogen ist, d. h. es ist moglich, dass 
/i) Hi H £ F existieren mit fi + f'i = fz- Im 3. und 4. Kapitel benotigen wir aber, dass genau so 
etwas nicht auftreten kann, d. h., dass unsere Polytope in einer afRnen Hyperebene liegen, die nicht 
den Ursprung enthalt. 

Alternativ konnte man auch d = zulassen und stattdessen fordern, dass G kreisfrei ist. Falls 
man weder d = noch Kreise in G ausschliefien mochte, so kann man statt F einfach das zu F 
isomorphe Polytop F x {1} C R |E|+1 betrachten. 



1.3 Flusspolytope 
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F, 



G,d,u,l 



f:E 



E /( e )- E /( e ) 

ee<5+(*)) ee<5~(» 



l e <f(e) <u e j 
I G f = d,l<f<u} 



(1.1) 
(1.2) 



Verzichtet man auf die obere Schranke bzw. setzt u = oo, so erhalt man ein Flusspo- 
lyeder, welches i.A. aber nicht beschrankt ist. 1st G kreisfrei, so erhalt man weiterhin 
ein Flusspolytop, da dann der Fluss iiber alle Kanten z.B. durch YlveV I'M nacn oben 
beschrankt ist. 

Offensichtlich muss YlveV d v = erfiillt sein, damit F nicht leer ist. 

Definition 1.3.2 (Transportpolytope). Seien m,n G N,r G N m ,c G N n . Die Men- 
</e c?er (m x n)-Matrizen mit positiven Eintrdgen, Zeilensummen T{ und Spaltensummen 
Cj bezeichnen wir als Transportpolytop T rc . 



A G M™ xn 



E a ^ ~~ c -? ' E 1 



Beispiel 1.3.3 (Birkhoffpolytop). Das bekannteste Beispiel fur Transportpolytope 
sind die Birkhoffpolytope B n := T rc , mit r = c = (1, . . . , 1) G R n . 

isi gerade die Menge der doppelt-stochastischen (n x n)-Matrizen. Die Ecken von 
B n sind die (n x n)-Permutationsmatrizen. 

Bemerkung 1.3.4. (i) Fur ein Flusspolytop F = Fg dul gilt: 

dim(F) < E — \V\ + k, wobei k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten 

von G, aufgefasst als ungerichteter Graph, bezeichnet. Flusspolytope, die diese 
Schranke mit Gleichheit erfiillen, nennen wir maximaldimensional. 

(ii) Transportpolytope sind Flusspolytope mit G = K m ^ n , u = oo und 1 = sowie 
d= (-n, . . . , -r m ,ci, . . . ,Cn). 

(Hi) Als Spezialfall von (i) folgt fur Transportpolytope dim(T rc ) < (m — l)(n — 1). 
Gleichheit gilt, falls r,c > 0. 



Fur einen Beweis von (i), siehe [Sch03, Seite 208]. Der zweite Satz von (iii) ist Theo- 
rem 21.16 des gleichen Buches. 
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1 Gitterpolytope 



Definition 1.3.5. Sei A £ W nxn . A heifit vollstandig unimodular, falls fur alle qua- 
dratischen Untermatrizen C gilt: det(C) £ {0,1,-1}. 

Lemma 1.3.6 (Erkennung vollstandig unimodularer Matrizen). 

Sei A € W nxn . A ist vollstandig unimodular, falls A die folgenden Bedingungen erfiillt. 

(i) Alle Eintrage von A sind aus {0, 1, —1}. 

(ii) In jeder Spalte gibt es hochstens zwei Eintrage ungleich Null. 

(Hi) Die Menge der Zeilen von A lasst sich partitionieren in zwei Mengen I\ und I2, 
sodass fur jede Spalte mit zwei Eintragen, die verschieden von Null sind, gilt: 

• Haben die Eintrage ein verschiedenes Vorzeichen, so liegen die zugehdrigen 
Zeilen in der gleichen Menge. 

• Haben die Eintrage das gleiche Vorzeichen, so liegen die zugehdrigen Zeilen 
in unterschiedlichen Mengen. 

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [M606]. 

Induktion iiber die Grofie k der quadratischen Teilmatrix C. Der Fall k = 1 ist klar. 
Sei also k > 2: 

Fall 1: Es gibt eine Spalte, die hochstens einen Eintrag ungleich Null enthalt. Ent- 
wickle det(C) nach dieser Spalte und wende die Induktionsvoraussetzung an. 

Fall 2: Alle Spalten haben mindestens zwei Eintrage, die verschieden von Null sind. 
Betrachte die Aufteilung der Zeilen in I\ und h- Fur jede Spalte j gilt: 

Damit erhalt man 

ieii ieh 

wobei Ci die i-te Zeile von C bezeichnet. Die Zeilen von C sind also linear abhangig, 
daraus folgt det(C) = 0. 

Korollar 1.3.7. Sei A die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen G = (V,E). 
Dann ist A vollstandig unimodular. 

Beweis. Wir identifizieren die Menge der Zeilen von A mit der Menge V der Knoten 
von G und setzen I\ = V, 1% = 0. □ 

Lemma 1.3.8. Sei A vollstandig unimodular. Dann ist auch (j) vollstandig unimodu- 
lar. 



1.3 Flusspolytope 
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Beweis. Betrachte eine quadratische Untermatrix C von (j). Enthalt C nur Zeilen von 
A, so sind wir nach Voraussetzung fertig. Enthalt C eine Zeile von /, so entwickeln wir 
nach dieser. Die Aussage folgt dann per Induktion. □ 

Satz 1.3.9. Flusspolytope sind Gitterpolytope. 

Beweis. Sei F = Fg du i ein Flusspolytop, A die Inzidenzmatrix von G und v G M. E 



eine Ecke von F, sowie k :- 



E 



Wir wissen: 

— no 



G Facette 
veG 

Die Hyperebenen, in denen die Facetten liegen, sind alle durch Gleichungen der Form 
v e = l e oder v e = u e gegeben. Wir wissen also, dass v durch die Gleichung Av = 
d sowie einige der Gleichungen der beiden linearen Gleichungssysteme Ii~v = I und 
10} = u eindeutig bestimmt ist. Folglich existiert eine [k x fc)-Untermatrix B von 
(A T Ik Ik) T mit vollem Rang und ein Vektor c G dessen Eintrage die zu den B Zeilen 
gehorenden Eintrage aus d, I und u sind, sodass v die eindeutig bestimmte Losung 
von Bx = c ist. Nach Korollar 1.3.7, Lemma 1.3.8 und da Untermatrizen vollstandig 
unimodularer Matrizen wieder vollstandig unimodular sind, ist also |det(5)| = 1. Aus 
der Cramerschen Regel folgt dann: 

wobei B l die Matrix bezeichnet, die aus B entsteht, indem die i-te Spalte von B durch 
den Vektor c ersetzt wird. □ 

Damit folgt natiirlich automatisch, dass audi Transportpolytope Gitterpolytope sind. 

Wir werden nun zeigen, dass sich fur ein Flusspolytop F und eine natiirliche Zahl k 
jeder Gitterpunkt aus k-F als Summe von k Gitterpunkten aus F schreiben lasst. Diese 
Aussage ist eines unserer zentralen Hilfsmittel in Kapitel 4. Zum Beweis benotigen wir 
den folgenden Satz: 

Satz 1.3.10 (Existenzkriterium fur Fliisse). Seien ein gerichteter Graph G = (V,E), 
ein Bedarfsvektor d G iy \ {0} mit YlveV = 0, sowie untere und obere Schranken 
l,u G 7L E mit I <u gegeben. 

Dann gilt Fg d t ^ , d.h. es gibt einen Fluss zu diesen Parametern genau dann, 
wenn 

u e — ^ 5^ dv fur alle f/cy gilt. (1.3) 

5+(e)£U 8-(e)eU v€U 

8-(e)<£U S+(e)$U 
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1 Gitterpolytope 



Beweis. Dieser Beweis ist eine an unsere Situation angepasste Version des Beweises von 

Satz 11.2 aus [Sch03]. 

„^":Klar. 

„■<=": Fiir eine Funktion / : E — > Z definieren wir die Uberschussfunktion ilf : V — > Z 
gemafi: 

<5+(e)=u 5 _ (e)=u 

Gilt l e < /(e) < u e Ve G E 1 , so definieren wir den Restgraphen Gf = (V,Ef) mit 
:= {(u, u) | e = (u, u) G £, /(e) < u e } U {(v, u)\e = (u, v) G E, /(e) > l e }. 
Angenommen E^ dul = 0. Wegen I < u existiert eine Funktion / : E — ► Z mit 

< /(e) < n e fiir alle e £ E. Wir wahlen / so, dass u(f) := YlveV \^f( v )\ minimal 
ist. Sei S := {v G V | ti/(f) > 0} und T := {v £ V \ ilf(v) < 0}. Aus unserer Annahme 
folgt u(f) > 0, denn wenn u(f) = gelten wiirde, so ware / in F^ dul enthalten. Da 
aufierdem Ylv^v ^f( v ) = g n ^, sind S und T beide nicht leer. 

Sei U die Menge der Knoten von denen aus in Gj ein Weg zu einem Knoten in T 
existiert. Es gilt U n S = 0. Gabe es namlich einen Weg von einem Knoten in S zu 
einem Knoten in T, so konnten wir / entlang dieses Weges erhohen und dadurch u(f) 
reduzieren. 

Nach Wahl von U gilt fiir Kanten, die U mit V \ U verbinden: 

I l e fiir <5~(e) G U und S + (e) £ U (e ist aus £/ ausgehende Kante) 
/(e) = < _ (1.5) 

I ti e fiir <5 (e) {/ und £ (e) £ U (e ist nach ?7 eingehende Kante) 

Fiir eine schematische Darstellung der Situation siehe Abbildung 1.2. Es folgt: 
V" « e - V" L (1 = 5) V f^i- V 



^ ^ E l * = E /(*)- E /( e ) 

<5+(e)e(7 <5-(e)€t7 5+(e)eC7 5-(e)e(7 

5-(e)gU 5+(e)<£U S~ (e)&U S+(e)£U 

- E f E /w - E /w 

f£C/ \<S+(e)=u (J-(e)=t) 

vet/ 

= j2M v )+ E ^/W+E^ 




< E d " \ zu ( L3 ) 



MEt/ 



Gleicheit bei (*) gilt, da nur Terme fiir Kanten e mit 5 + (e) G f/ und <5 (e) G £/ 
hinzukommen. Fiir diese wird /(e) einmal addiert und einmal subtrahiert. □ 



1.3 Flusspolytope 
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u f (v) = 



V \u 





u 



Abbildung 1.2: Schematische Darstellung der Situation im Beweis von Satz 1.3.10 

Nun kommt der oben angekiindigte Satz fiber Gitterpunkte im /c-fachen eines Fluss- 
polytops. Der Satz verallgemeinert den Satz von Birkhoff und von Neumann, der besagt, 
dass sich jede quadratische Matrix, bei der alle Zeilen- und Spaltensummen den gleichen 
Wert fcsN haben, als Summe von k Permutationsmatrizen schreiben lasst. 

Satz 1.3.11 (Verallgemeinerter Satz von Birkhoff und von Neumann). 

Sei F = Fg dul ein Flusspolytop wie oben. Sei k G N. Sei f G (k ■ F) (~1 T, E . Dann 
existieren Fliisse f±, . . . , fa G F H Z s mit f = fa + . . . + fa. 

Beweis. In [LLL86] wird ein algorithmischer Beweis fur den Fall gegeben, dass F ein 
Transportpolytop ist. Wir zeigen die Aussage unkonstruktiv fur den allgemeinen Fall. 
Wir betrachten zunachst den Fall 1 = 0. 

Es geniigt zu zeigen, dass ein ganzzahliger Fluss g £ F existiert mit = l e < g(e) < 
min(u e ,/(e)) fur alle e G E. Dann folgt die Aussage per Induktion. 

Also geniigt es zu zeigen, dass fur diese verscharfte obere Schranke Bedingung (1.3) 
immer noch erfiillt ist. 



Sei U C V. Dann gilt: 




S+(e)eU 
8-(e)(£U 



S~(e)eU 
5+{e)<£U 



< E /( e ) 



8+ (e)g(7 




8+ (e)eU 
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J2d v < min K, T/(e)) 



veu 5+(e)£U 
5-(e)gU 



< ^ min K,/(e)) 



<5+ (e)G(7 
S-(e)<?U 



Also existiert ein Fluss g € F mit der gewiinschten Eigenschaft. Damit ist der Fall 
1 = erledigt. 

Den Fall / ^ kann man nun durch eine Transformation des Graphen darauf zu- 
riickfuhren. 

Dazu konstruieren wir einen neuen Graphen G' = (V', E'), indem wir fiir jeden Kno- 
ten v € V zwei weitere Knoten v' und v" , sowie Kanten (v',v) und (v,v") hinzufiigen 
(s. Abbildung 1.3). 




(a) Vorher (b) Nachher 

Abbildung 1.3: Eine Graphentransformation 

Wir definieren nun df € %y und v! € Z s : 

u (v',v) := ^2 ^ e Un( ^ U (v,v") := ^ e ^ r V ^ ^ U ' e ' = Ue ~ ^ e e ^ 

<5+(e)=u <5~(e)=« 

:= fiir i> € V d v > := —U( v >^ fiir dSF d v » := „») fiir v £ V 

Die Kapazitat der Kanten wird also um den Mindestfluss reduziert und stattdessen 
kommt der Mindesteinfluss in v von einem neuen Knoten v' und der Mindestausfluss 
von v wird zu einem neuen Knoten v" geleitet. 

Sei F := Fg, d , u , . Wir definieren nun eine Funktion <& : UfceN k ■ F ^ UfceN & ' F> 
die einen Fluss / G k-F auf einen Fluss f E k-F abbildet, der folgendermafien definiert 
ist: 



1.4 Ein kombinatorisches Kriterium fur die Glattheit von Transportpolytopen 
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\ k ■ u e sonst 



Wie man leicht sieht, ist dies eine bijektive Abbildung. Die Umkehrabbildung <I> _1 
bildet fek-F&uffek-F mit /(e) := /(e) + k ■ l e ab. Aufierdem sind <E> und <1> _1 
additiv. 

Fiir / € k ■ F existieren also fi,---,fk £ ^ mit $(/) = f = fi + ■ ■ ■ + fk- Durch 
Anwenden von <E> -1 erhalten wir /i, . . . , fk £ F mit / = /i + • ■ ■ + /fe- □ 

1.4 Ein kombinatorisches Kriterium fiir die Glattheit von 
Transportpolytopen 

Zu iiberprtifen, ob ein gegebenes Gitterpolytop P glatt ist, ist i.A. eine recht kom- 
plizierte und rechenintensive Aufgabe. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass es fiir 
Transportpolytope ein leicht zu uberpriifendes kombinatorisches Kriterium dafur gibt. 

Im folgenden Lemma zeigen wir zunachst, dass wir fiir die Vektoren r und c gewis- 
se Eigenschaften o.B.d. A. voraussetzen konnen, indem wir das Polytop ggf. solange 
verschieben, bis der gewunschte Fall eintritt. 

Lemma 1.4.1. Sei T rc ein (m x n)-Transportpolytop und sei 

X : N m xN"-t V({V{[m\) x V([n})) 

(a,b)^{(/,J) C / C [m], C J C [n], 

\I\ • \J C \ = 1 oder \I C \ ■ \J\ = 1, (1.7) 



T.iei a i = EjeJ 6 i} ■ 



Dann existiert ein A 6 Z mxn mit T rc + A = T r ' c > fiir ein Transportpolytop T r i c i mit 
X (r',c') = 0. 

Insbesondere gilt, dass T rc genau dann glatt ist, wenn T r i(j glatt ist. 

Beweis. Sei ein Transportpolytop T rc gegeben. Sei |%(r, c)| minimal fiir alle Paare 
(r, c) aus {(r', c') | € Z mxri : T rc + A = T r , c ,}. 

Angenommen x(r, c) ^ 0. Dann existiert (I, J) € x( r > c )- Sei o. B. d. A. J = {1} und 
/ = {1, . . . , m — 1}, d.h es gilt: 

n + ... + r m -i =ci (1.8) 

Definiere r' := (n, . . . , r m _i, r m + G), c' := (ci + G, C2, . . . , c n ) fiir eine hinreichend 
grofie Konstante G, z. B. G = m • n • ^ rj. Dann gilt T rc + A = T r i c ' fiir 
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... 0' 

... 

G ... 

Fur jedes B 6 T r > c > muss namlich gelten b m \ > G. Die einzige Matrix fur die Gleichheit 
gilt ist folgende: 

ri ... 0^ 

r 2 ... 



r m -i 
G c 2 c 3 

r' und c' erfiillen die Gleichung (1.8) nicht mehr 
auch keine zusatzliche Gleichung aus (1.7). Also ist x{ r 'i c ') £ x( r i c )- Dies ist ein 
Widerspruch zur Minimalitat von |x(r, c)\. □ 







und, da G sehr grofi gewahlt wurde, 



Beispiel 1.4.2. Betrachte T( 1)lj6) ( 2j2) 2,2) und T { i^ W )( 3 ,3,3,3) ■ 
Es gilt: 

X ((l, 1, 6)(2, 2, 2, 2)) = {({3}, {1, 2, 3}), ({3}, {1, 2, 4}), ({3}, {1, 3, 4}), 

({3},{2,3,4}),({1,2},{1}),({1,2},{2}), 
({1,2}, {3}), ({1,2}, {4})} 

X ((1,1,1O)(3,3,3,3)) = 

"0 0" 

r (l,l,10)(3,3,3,3) = 

1111 



+ T (l,l,6)(2,2,2,2) 



In Beispiel 4-1-5 auf Seite 54 werden alle ganzzahligen Punkte von 16 )( 2 ,2,2,2) 
aufgelistet. 



Satz 1.4.3. Sei T rc ein Transportpolytop. Dann sind die folgenden Bedingungen aqui- 
valent: 

(i) T rc ist glatt 

(ii) T rc ist einfach 

(Hi) J2 ie i r i + Sj e j c j fur alle Paare (I, J) mit® C I C [m], C J C [n], \I\-\J C \ > 1 
und \I C \ ■ \J\ > 1 



1.4 Ein kombinatorisches Kriterium fur die Glattheit von Transportpolytopen 
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Beweis. Dieser Satz ist eine korrigierte Fassung von Lemma 1.3. aus [HP06]. Teile des 
Beweises wurden von dort tibernommen. 

Im Beweis wird die Tatsache verwendet, dass alle Facetten von T rc die Form [a^ > 0] 
haben. 

(i) (ii) : Gilt fur alle Gitterpolytope, siehe Bemerkung 1.2.11. 

(ii) => (i) •' Gilt sogar fur allgemeinere Polytope, wie das folgende Lemma zeigt: 

Lemma 1.4.4. Sei A eine vollstdndig unimodulare (r x e) -Matrix. Sei P = {x € R e | 
x > 0, Ax = b} ein einfaches Polytop der Dimension d. Sei U der zu aff(P) gehdrige 
Unterraum. Es gelte U ± = [von A Zeilen aufgespannter Unterraum]. 
Dann ist P glatt. 

Nach Korollar 1.3.7 sind Inzidenzmatrizen von Graphen stets vollstandig unimodular. 
Fur Transportpolytope ist das erste Kriterium also stets erfiillt. U 1 - 2 [von A Zeilen 
aufgespannter Unterraum] gilt immer. Fur Transportpolytope mit r, c > gilt aus 
Dimensionsgriinden Gleichheit, da dann dim(P) = dim(C7) = dim(ker( J 4)) und damit 
rang(yl) = n — d = dim(U ± ). 

Beweis. Sei v = (vi,...v r ) eine Ecke von P. Da P einfach ist konnen wir o.B.d.A. 
annehmen, dass v\ = . . . = = und Vd+i, ■ ■ ■ , v r > gilt. 

Seien a±,...,ai die Zeilen von A. Fasst man die ctj als Elemente von (W 1 )* auf, so 
sind sie auf ganz P konstant. Es gilt Np(v) = cone{e^, . . . , e* d , ±ai, . . . , ±a r }. Die Ecke 
v ist durch die Gleichung 



A 

ho 



(1.9) 



eindeutig bestimmt. Insbesondere kann man eine quadratische (e x e)-Untermatrix B 
mit vollem Rang auswahlen, so dass v durch die entsprechenden Gleichungen immer 
noch eindeutig bestimmt ist. 

Nach Lemma 1.3.8 ist die Matrix in (1.9) vollstandig unimodular. Daraus folgt 
|det(B)| = 1. Die Zeilen von B sind o.B.d.A. : {e^, . . . , e* d , a±, . . . , a n -d}. Folglich 
erzeugen a±, . . . , a n -d den Raum U- 1 . 

Der Normalenkegel wird also erzeugt von {e\, . . . , e d , ±oi, . . . , ±a n -d} und ist unimo- 
dular. Wegen |det(B)| = 1 ist B~ x € SL e (Z) und liefert uns damit die Gitteraquivalenz 
zu R d x R n ~ d . □ 

(Hi) =>• (ii) : 

Angenommen T rc ist nicht einfach, d. h. es gibt eine Ecke A, die zu mindestens 
(m — l)(n — 1) + 1 Facetten gehort. Also hat A mindestens soviele Nulleintrage, also 
hochstens mn — ((m — l)(n — 1) + 1) = m + n — 2 Eintrage, die verschieden von Null 
sind. 

Wir betrachten nun den bipartiten Graphen G mit n + m Knoten und einer Kante 
zwischen zwei Knoten, wenn der zugehorige Eintrag von A ungleich null ist. G ist 
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unzusammenhangend, da G weniger als n + m — 1 Kanten hat. Wahle fiir I und J 
die Farbklassen einer Zusammenhangskomponenten von G. Es gilt X^g/ r « = Yljej c j- 
Wegen Lemma 1.4.1 konnen wir |7| • | J c \ > 1 und |/| • | J c \ > 1 annehmen. J7 

(ii) => (Hi): Angenommen, es gibt Mengen C I C [m] und C J C [n] mit 
Y.iei r i = Y.je.J c 3' \ I \-\ jC \ > 1 und \ lC \-\J\ > !■ Wir definieren m' := |/|, m" := 
n' := \ J\ und n" := |J C |. 

Dann existieren TVansportpolytope T r / C / und T r // C // mit r' = (rj)j g /, c' = (cj)j^j, 
r" = {r,i) ieI c und c" = (cj)j e jc. Seien A' und A" jeweils Ecken dieser beiden Trans- 
portpolytope. Dann erhalten wir einen Punkt A € T rc auf die folgende Weise: 



J J c 



A' 





I 





A" 


I c 



Wir wollen nun zeigen, dass A in mehr als dim(T rc ) vielen Facetten liegt. Dazu 
benotigen wir die folgenden drei Lemmata. 

Lemma 1.4.5. [ay > 0] definiert eine Facette von T rc genau dann, wenn eine Matrix 
B 6 T rc existiert mit bij = und alien anderen Eintrdgen positiv (aber nicht notwendig 
ganzzahlig) . 

Beweis. „=>•" : Man wahle einen Punkt B im relativ Inneren der Facette [bij > 0]. Dieser 
liegt also in genau einer Facette des Polytops. Da [bij > 0] fiir alle eine Seite des 
Polytops definiert, hat B die gewiinschte Form. 

„■<=": O.B.d.A. sei i = j = 1. Sei S eine Matrix, bei der alle Eintrage bis auf b\\ 
positiv sind. [bu > 0] definiert eine Seite S des Polytops. 

Es geniigt zu zeigen, dass dim(5) = dim(T rc ) — 1 gilt. Dazu zeigen wir, dass ein 
e > existiert und eine Kugel B £ (A) C S mit Radius e um B mit dim(B £ (A)) = 
(m — l)(n — 1) — 1. Wahlt man e so, dass |e| < raiauj^nu bij , so kann man die 
folgende Matrix (die Punkte stehen fiir Nullen) zu B addieren und erhalt einen Punkt 
aus S: 

: ... ±e ... 



1.4 Ein kombinatorisches Kriterium fur die Glattheit von Transportpolytopen 
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Betrachtet man die Projektion auf den grau unterlegten Bereich, so sieht man, dass 
ein Wtirfel der Dimension (m — l)(n — 1) — 1 mit Kantenlange 2e in S enthalten ist. 
Also hat S die gewtinschte Dimension und ist damit eine Facette. □ 

Lemma 1.4.6. Die Ungleichungen [ajj > 0] fur £ / x J c U I c x J definieren 
Facetten von T rc . 

Beweis. Sei G J x J c . Wahle A' und A" so, dass alle Eintrage positiv sind (z.B. 

a kl := "IT 1 m ^ s := Sfc r fc = c z) un d konstruiere daraus die Matrix A, wie in (1.10). 
Addiere zu A nun die folgende Matrix: 



J J c 



. . . -e(n" - l)m" 





+em"n' 




—en"m" 


+em"n' 


+em"n' 




+e(m'n" - 1) 


— e(m' — l)n' 


—em'n' 





Die Null sei an der Stelle Da die Zeilen- und Spaltensummen dieser Matrix 

Null sind, erhalten wir fur e klein genug wieder eine Matrix B G T rc . 

Nach Voraussetztung gilt m'n" — 1 > 1. Demnach sind in B alle Eintrage aufier 
positiv. Wegen Lemma 1.4.5 folgt damit die Aussage . □ 

Lemma 1.4.7. Wenn die Ungleichung [ctij > 0] eine Facette von T r > c / definiert, dann 
definiert sie auch eine Facette von T rc . 

Beweis. Gilt n' = 1 oder m' = 1, so ist das Polytop T r / C / nulldimensional und hat 
damit keine Facetten. Wir konnen also n', m' > 2 voraussetzen. 

Sei [a,ij > 0] eine Facette von T r / C >. Nach Lemma 1.4.5 gibt es eine Matrix A', deren 
einziger Nulleintrag an der Stelle ist. Wahle A" so, dass alle Eintrage positiv sind 
und konstruiere A wie in (1.10). Wir konnen nun wieder die Werte der Nulleintrage 
in A erhohen und die Werte der iibrigen Eintrage reduzieren, sodass der einzige 
Nulleintrag ist. 

Dazu addieren wir zu A die folgende Matrix, deren Zeilen- und Spaltensummen Null 
sind: 
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J 



J 



c 






—sm"n" 


. . . +em"(n' - 1) ... ' 


—em"n" 


. . . -em"n" . . . 


+em"n' 


+e(m' -l)n" 


+em'n" 


—e(m'n' — 1) 



tC 



Die Null sei an der Stelle Wir erhalten also fur kleines e eine Matrix B G T rc mit 

bij = und positiven Eintragen an alien anderen Stellen. 

□ 

Nun konnen wir den Beweis beenden. O.B.d.A. sei T r c volldimensional. Dann liegt 
der Punkt A insgesamt in 

(rri - l)(n' - 1) + (m" - l)(n" - 1) + (m'n" + m"n') 

V v ' V v ' 

Lemma 1.4.7 Lemma 1.4.6 

= m'n' — m' — n' + 1 + m"n" — m" — n" + 1 + m'n" + m"n' 
= (W + m" -l)(n' + n" -I) + 1 
= (m-l)(n-l) + l 



vielen Facetten. Damit ist T rc nicht einfach. 



□ 



2 Unterteilungen und Triangulierungen 



In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Unterteilungen und Triangulierungen. Wir 
interessieren uns dabei besonders fur Pullingtriangulierungen und regulare Triangulie- 
rungen. 

2.1 Punktkonfigurationen, Unterteilungen und 
Triangulierungen 

In diesem Abschnitt definieren wir Unterteilungen und Triangulierungen einer Punkt- 
konfiguration auf kombinatorische Art. Die Definitionen orientieren sich an [RLL05]. 
Zur Motivation zunachst eine geometrische Definition: 

Definition 2.1.1 (Unterteilungen und Triangulierungen (geometrisch)). 

Sei P C W 1 ein Polytop. Eine Menge A von Polytopen im M. n heifit Unterteilung von 
P, wenn gilt: 

• Q € A, Q' -< Q Q' € A 

• Q,Q' € A QDQ' -< Q 

• U Q eAQ = p 

Eine Unterteilung A heifit Triangulierung, wenn fur jedes Q £ A gilt: Q ist Simplex. 

Wir werden eine kombinatorische Definition von Unterteilungen verwenden, die bei 
den von uns betrachteten Polytopen zur geometrischen im wesentlichen aquivalent ist, 
aber technische Vorteile hat. Dazu betrachten wir anstatt des Polytops selbst die Menge 
seiner Gitterpunkte bzw. die Indexmenge seiner Gitterpunkte. 

Definition 2.1.2 (Punktkonfigurationen). Eine Punktkonfiguration imZ n mit In- 
dexmenge I (\I\ < oo) ist eine Familie A = {a^ € Z n \ i G I}. 1 

Eine Punktkonfiguration A ^ {0} heifit homogen, wenn ein ip G (IS 1 )* und ein 
c£Z \ {0} existieren, mit (f(a) = c fur alle a G A. Geometrisch bedeutet dies, dass 
alle Punkte von A auf einer affinen Hyperebene liegen, die nicht den Ursprung enthalt. 

x Wer von der Indexmenge verwirrt ist, kann sich in den meisten Fallen statt einer Menge J C / 
einfach die Menge {aj \ j G J} oder sogar die Menge convja^ \jsJ} vorstellen. 
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2 Unterteilungen und Triangulierungen 



In Kapitel 4 werden unsere Punktkonfigurationen die Gitterpunkte eines Flusspoly- 
topes F = Fg dul sein. Diese sind homogen. Sei v ein Knoten des zugrundeliegenden 
Graphen und d v eine Komponente von d, die verschieden von Null ist. Die Funktion 

<p v G (Z E )* mit <p v (f) := J2s+(e)=v f( e ) ~ T,s-(e)=v /( e ) hat auf S anz F den Wert 
4 + 0. 

Fiir unsere Definition von Unterteilungen benotigen wir kombinatorische Analoga 
von konvexgeometrischen Begriffen. Alle Begriffe sind so definiert, wie man sie erwartet, 
d. h. wenn man von einer Indexmenge von Gitterpunkten zu der konvexen Hiille der 
zugehorigen Gitterpunkte iibergeht, erhalt man die geometrische Definition. 

Definition 2.1.3. Sei A = {a^ | i G 1} eine Punktkonfiguration im Z n . Sei J C I. 
Damn definieren wir: 

• Die konvexe Hiille von J in A: 

conv^(J) := convjaj \j G J} 

• Den Kegel von J in A: 

cone_4(J) := cone{aj | j G J} 

• Das relativ Innere von J in A: 

relint_4(J) := relint(conv v 4(J)) 

• J ist affin abhangig bzw. affin unabhangig, wenn die entsprechende Eigenschaft 
fiir die Familie {aj \ j G J} von Punkten im Z n gilt. 

• Die Dimension von J ist definiert als die Dimension von conv^J). 

• F C J heifit Seite von J, wenn eine Seite K von conv^J) existiert, so dass 
fiir alle j G J gilt: j G F cij G K. Wir schreiben dann F -< J . Wir nennen 
ip G (L n )* einen Normalenvekor an J, wenn es einen Normalenvektor ip G (R n )* 
an K gibt mit f(v) = ip(v) fiir alle i)6Z", 

• Eine Seite F ~< J heifit echte Seite von J, falls ^ F ^ J gilt. Eine Seite von 
Kodimension eins heifit Facette. Nulldimensionale Seiten heifien Ecken und die 
Menge der Ecken von J bezeichnen wir mit vert(J). 

• J heifit d-dimensionaler Simplex, wenn \ J\ = d + 1 und J affin unabhangig ist. 
Insbesondere folgt dann natiirlich dim(J) = d. 

• Fiir einen Simplex J definieren wir das Volumen vol(J) als das normalisierte 
Volumen von conv_4(J). Wir nennen J unimodular, wenn vol(J) = 1 gilt. 



2.1 Punktkonfigurationen, Unterteilungen und Triangulierungen 
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• Zu einer Menge JC / definieren wir eine Art kombinatorischen Abschluss. Die- 
ses enthdlt die Indizes oiler Gitterpunkte, die in der konvexen Hiille der zu J 
gehdrenden Gitterpunkte liegen, also J := {i G I \ ai G conv^(J) n Z n }. 

Definition 2.1.4 (Unterteilungen). Sei A eine Punktkonfiguration im IP" mit In- 



dexmenge I. Eine Menge A C V(I) heifit Unterteilung von A, wenn folgendes gilt: 

• J G A,K ~< J => K G A 

• J,K£A^Jr\K£A 

• U.JeAJ = I 



Die Elemente von A nennen wir Zellen. Zellen, die die gleiche Dimension wie A haben 
nennen wir maximal, nulldimensionale Zellen heifien Ecken. Wenn J Q I nicht in A 
enthalten ist, so nennen wir J eine Nichtseite von A. 

Beispiel 2.1.5. Sei A ein Punktkonfiguration mit Indexmenge I. Das einfachste Bei- 
spiel einer Unterteilung von A ist die Menge Aq := {F C / 1 F -< /} . 

Definition 2.1.6 (Verfeinerungen). Seien A und A' Unterteilungen einer Punkt- 
konfiguration A. Dann heifit A' Verfeinerung von A, wenn fur jedes J' G A' ein J G A 
existiert mit J' C J. 

Definition 2.1.7 (Triangulierungen). Sei A eine Unterteilung von A. A heifit Tri- 
angulierung von A, wenn fur jedes a G A gilt: a ist Simplex. 

Definition 2.1.8 (Unimodulare Triangulierungen). Wir nennen eine Triangulie- 
rung A unimodular, wenn alle Simplexe in a unimodular sind, d. h. vol(cr) = 1 gilt. 

Fur eine unimodulare Triangulierung geniigt es zu fordern, dass alle maximalen Simple- 
xe unimodular sind, weil Seiten unimodularer Simplexe wieder unimodular sind. Dies 
folgt beispielsweise aus dem Volumenlemma im nachsten Abschnitt. 

Bemerkung 2.1.9. Sei A eine Punktkonfiguration mit Indexmenge I und A eine Tri- 
angulierung von A. 



Dann gilt: 




o-gA 
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2 Unterteilungen und Triangulierungen 



2.2 Pullingunterteilungen 

Eine fur uns sehr wichtige Klasse von Unterteilungen sind die Pullingunterteilungen. 
Geometrisch erhalt man diese, indem man an einer Ecke des Polytops „zieht". Das 
Ziehen geht folgendermafien: Man bettet das Polytop P C R n = R n x {0} C R n+1 
(bzw. dessen Unterteilung A) mittels (id, 0) in den R n+1 ein. Dann zieht man eine 
Ecke v ein kleines Stuck nach unten, d. h. man verringert v n+ \, und betrachtet die 
konvexe Hiille. Schaut man nun von unten darauf, sieht man, dass das Polytop weiter 
unterteilt wurde. Diese „untere konvexe Hiille" projiziert man wieder in den R n und 
erhalt so eine Pullingunterteilung von P bzw. eine Pullingverfeinerung von A. Die 
folgende kombinatorische Definition ist aquivalent dazu (s. z.B. [Lee91]). 

Des Weiteren werden wir zeigen, dass man eine Triangulierung erhalt, wenn man mit 
der trivialen Unterteilung Ao beginnt und diese immer weiter verfeinert, indem man 
nacheinander an alien Ecken zieht. 

Definition 2.2.1 (Pullingverfeinerungen). Sei A eine Punktkonfiguration mit In- 
dexmenge I. Sei i G / und A eine Unterteilung von A. 

Wir definieren die Pullingverfeinerung pull(A, i) von A durch Ziehen an i (bzw. ai) 
folgendermaften: 

a € pull(A, i) genau dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: 

(i) i a und a G A 

(ii) i G a und es existieren a' € A und F -< a' mit i £ a' und a = {i} U F 

Wie man leicht iiberpriifen kann ist pull(A, i) tatsachlich eine Unterteilung von A 
und eine Verfeinerung von A. 

Fur ein Tupel J = (ji, ■ ■ ■ ,jk) Q I definieren wir 

pull(A, J) := pull(. . . (pull(pull(A, n), j 2 ) . . .),j k ) 
und pull(^4, J) := pull(A , J). 

Satz 2.2.2 (Pullingtriangulierungen). Sei A eine Punktkonfiguration mit Index- 
menge I . 

Dann ist A pu n := pull(^4, vert(/)) eine Triangulierung. 

Wir nennen A pu n eine Pullingtriangulierung von A. Diese ist i. A. nicht eindeutig, 
sondern abhangig davon, in welcher Reihenfolge an den Ecken gezogen wird. 

Wir verschieben den Beweis nach hinten (s. Seite 35), da wir dafiir das Pullinglemma 
(Lemma 2.2.7) benotigen. 

Fur Beispiele der in diesem Abschnitt vorgestellten Konzepte betrachte man die 
Abbildungen 2.1 und 2.2. 



2.2 Pullingunterteilungen 




(a) Im R 2 haben alle Polytope eine (b) Pulling- Triangulierung eines Po- 
unimodulare Triangulierung. lygons. Die grofien grauen Punkte 

markieren die Ecken der Untertei- 
lung, die kleinen die Gitterpunkte. 




(c) Diese Triangulierung eines 
Wiirfels mit Kantenlange 1 ist 
nicht unimodular. 



Abbildung 2.1: Drei TViangulierungen 




(a) An der markierten Ecke (b) Nachher 

wird gezogen 



Abbildung 2.2: Pullingunterteilung eines Wiirfels 
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2 Unterteilungen und Triangulierungen 



Pacos Lemma 

In diesem Unterabschnitt werden wir sehen, dass Pullingtriangulierungen fur uns eine 
sehr giinstige Eigenschaft haben. Unter gewissen Voraussetzungen sind namlich alle 
Zellen einer Pullingtriangulierung unimodular. 

Definition 2.2.3 (Weite). Sei A = {cii\i G /} eine Punktkonfiguration im Z n und 
JC/. 

• Fiir u € (Z n )* definieren wir die Weite von J beziiglich u als: 

wj(u) : = maxn(oj) — min u(aj) 

• Die Weite von J beziiglich einer Facette F -< J definieren wir als: 

w j(F) := min{wj(u) | u Normalenvektor an F} 

• J hat Facettenweite 1 wj(F) = 1 fiir jede Facette F -< J '. 

Wir kennen aus der Analysis folgende Formel fiir die rekursive Berechnung des Vo- 
lumens bzw. des Lebesguema£es eines ci-dimensionalen Simplex: 

volL(Simplex) = — volL(Grundfldche) ■ Hdhe 

Eine ahnliche Formel werden wir nun fiir das normalisierte Volumen eines Gittersim- 
plex beweisen. 

Lemma 2.2.4 (Volumenlemma). Sei A = {a^ | i £ 1} eine Punktkonfiguration im 
II 1 . Sei a = {io, . . . , i^} C / ein Simplex und F -< a eine Facette. 
Dann gilt fiir das normalisierte Volumen von a: 

vol(cr) = w a (F) ■ vol(F) 

Beweis. O. B. d. A. sei a io = 0, F = {i , i 2 , . . . , id}- E := {J2k=i ^fe a i fc I < A fc < 1} 
sei das von {a^, . . . , a^} aufgespannte halboffene Parallelepiped und Ep das von 
{aj 2 , . . . , ai d } aufgespannte halboffene Parallelepiped. Sei u € (Z n )* ein Normalen- 
vektor an F mit w a (u) = w a (F). 

Wir werden zeigen \E f~l Z n | = w a (u) • \Ep n Z n |. Dazu beweisen wir zunachst folgen- 
des Lemma: 

Lemma 2.2.5. Sei v € W 1 , sodass (aff (E) + v) einen Gitterpunkt enthalt. 
Dann gilt \EnZ n \ = \{E + v) n Z n | . 



2.2 Pullingunterteilungen 
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Beweis. Wegen G E gilt \m(E) = aff(E). Betrachte zunachst den Fall v G aff(E). 
Da die Menge {a^, . . . , ai d } linear unabhangig ist, bildet sie eine Basis von lin(.E). Zu 
w G lin(E) existieren also eindeutige Koeffizienten fi k G R mit iu = Efc = i Mfc<Ji fe ■ Wir 
definieren nun eine Abbildung </> : (i£ + v) n Z n — > £7 n Z n gemafi 

d 

<P( W ) ■= J2 (n k - \jJ,k\) ai k ■ 

Wir werden zeigen, dass 4> bijektiv ist, woraus folgt, dass E und E + v gleichviele 
Gitterpunkte enthalten. 

Seien o,b 6 (E+v)nZ n mit a = Efe=i ^fc a i fc und 6 = Efc=i/4 a ifc- Sei <M a ) = <M b ), 
d.h. Y,k=iK a ik = Efc=i ^\ a ik- Da die Menge {a ii; . . . , a id } linear unabhangig ist, 
folgt A£ = A£ und damit n% - n b k G Z fiir alle fc. Gleichzeitig gilt ^ - ^ G (-1, 1), 
wegen a,fo G E + v. Daraus folgt fi k = fi b k fiir alle k und damit a = b. Also ist 
injektiv. 

Sei v = Ylk=iVkO,i h und a = Efc=i ^k<Li k £ £(lZ n . Defmiere einen Punkt b = 
Efc=l^ a ifc> wobei 



\rik] + ^fc fur \rj k ] - rj k + \ k < 1 
\Vk] + A fc - 1 fiir \r) k ] - r] k + A fc > 1 



Man kann sich leicht iiberzeugen, dass b ein Gitterpunkt in E + v ist, der von <f> auf a 
abgebildet wird. Damit ist gezeigt, dass cj> surjektiv ist. 

Betrachte nun den allgemeinen Fall. Sei w ein Gitterpunkt in (aff (E)+v). Verschiebe 
E + v um —w. Dabei werden Gitterpunkte bijektiv auf Gitterpunkte abgebildet und 
es gilt E + v — w C &&(E). Damit haben wir den allgemeinen Fall auf den oben 
behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt. □ 

Und nun zuriick zum Beweis des Volumenlemmas. Es gilt (s. auch Abb. 2.3): 

£nz "= u (( &+ ^'0 nz ") w 

0<j<w CT («) V V 7 

Die Inklusion „D" ist klar. Die Inklusion „C" folgt, da u(a) fiir jedes a G E 1 fl Z n 
ganzzahlig sein muss. 

Nach obigem Lemma ist ^ ^Ef + - j^j o-it ) H Z™^ = |F n Z n | fiir alle i und damit 
folgt: 

\E n Z n | = w a (u) ■\E F r\Z n \= w a (u) ■ vol(F) 

□ 
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Lemma 2.2.6 (Facettenlemma). Sei A C Z n eine Punktkonfiguration mit Index- 
menge I und J C I ' . J habe Facettenweite 1 und sei F -< J eine Facette. Dann hat F 
ebenfalls Facettenweite 1. 

Beweis. Sei G eine Facette von F. Dann ist G = F n F' fur eine Facette F' ~< J. Sei 
u € (Z n )* ein Normalenvektor an F' ~< J mit wj(u) = wj(F') = 1. Dann ist u auch 
Normalenvektor an G, aufgefasst als Facette von F. Also gilt: 

< w F (G) < w F (u) < wj(F') = 1 

Daraus folgt wp(G) = 1. □ 



i 




Abbildung 2.3: Alle Gitterpunkte des halboffenen Parallelepipeds liegen in verschobe- 
nen Kopien von Ep. 



Lemma 2.2.7 (Pullinglemma). Sei A eine Punktkonfiguration mit Indexmenge I 
und J = {ji, . . . ,j m } Q vert(J) eine (geordnete) Teilmenge der Ecken. 

Dann haben die maximalen Zellen von pull(^4, J) die Form, {ji} U a, wobei a in 
pull(.F, J H F) enthalten ist fiir eine Facette F von I mit j\ F. 



2.2 Pullingunterteilungen 
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Abbildung 2.4: Beispiel fur den Induktionsschritt beim Pullinglemma. Links die Zelle 

Z, rechts Z'. 

Beweis. Induktionsanfang (m = 1): pull(^4,ji) hat maximale Zellen {j±} UG, wobei 
G G pull(F, 0) = {Seiten von F} fiir eine Facette F von A mit j\ g" F . 

Induktionsschritt (m — > m + 1): Sei Z' G pull(^4, J U {im+i}) eine maximale Zelle. 
Diese ist in einer maximalen Zelle Z von pull(^4, J) enthalten. 

Fall 1: j m+ i Z, d.h. Z = Z'. Fertig. 

Fall 2: j m +i £ ^- Eine Skizze, die die Konstruktion in diesem Fall darstellt, findet 
man in Abbildung 2.4. 

Wendet man das Lemma fiir J = {j m +i} auf Z an, so erhalt man Z' = {j m +i} U G 
fiir eine Facette G von Z mit j rn +i & G. 

Es gilt nach Induktionsvoraussetzung Z = {j\ } U F fiir eine Facette F von Z mit 
ji G" -F und damit j m +i £ F. Da j m +i G" G und ji € Z' (wegen der Maximalitat von 
Z') folgt ji G G und damit G = {ji} U G' fiir die Seite G' = G n F von Z. 

Damit erhalten wir Z' = {j m+ i} UG = {ji,j m +i}UG' = {ji}UG" fiir G" := 

{jm+l}UG'. 

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass G" G pull(>A, (J U {j m +i}) H H) gilt, wobei 
if die Facette von A bezeichnet, die F enthalt. Dies ist erfiillt, denn aus G' < F folgt 
G' G pull(.4, J l~l H) und damit G" G pull(.4, (J U {j m +i}) n ff). 

□ 

Nun konnen wir endlich Satz 2.2.2 beweisen, d. h. zeigen, dass Pullingtriangulierungen 
tatsachlich Triangulierungen sind: 

Beweis. Induktion iiber dim(.A): Fiir dim(^4) < 1 ist die Aussage klar. 

Sei dim(^l) > 2: Sei J = vert(i) = {ji, . . . ,j m } die (geordnete) Menge der Ecken von 
A. Wir wissen aufgrund des Pullinglemmas, dass die maximalen Zellen von pull(^4, J) 
die Form {ji} U a haben, mit a G pull(F, J (~l F), wobei F eine Facette von I ist mit 
ji £ F '. a ist nach Induktionsvoraussetzung ein Simplex, also auch {j±} U a. □ 

Satz 2.2.8 (Pacos Lemma). Sei A = {ai \ i G /} eine Punktkonfiguration. 
Dann gilt: 

A hat Facettenweite 1 4=> Alle Pullingtriangulierungen von A sind unimodular. 
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Beweis. „=>" : Sei vert(J) = {i\, . . . ,i m } die (geordnete) Menge der Ecken von I. Be- 
trachte die Pullingtriangulierung beziiglich dieser Eckenreihenfolge. Wir zeigen, dass 
alle Zellen unimodular sind per Induktion iiber die Dimension der Zellen. Nulldimen- 
sionale Zellen sind unimodular. 

Sei Z eine /c-dimensionale Zelle von pull(*4, vert(/)). Aufgrund des Pullinglemmas 
wissen wir, dass Z = {ii} U u fur o G pull (.4, vert(J) n F) und eine Facette F von I 
gilt. F hat nach dem Facettenlemma Facettenweite 1 und deshalb ist a nach Indukti- 
onsvoraussetzung ein unimodularer Simplex. Damit gilt: 

Lemma 

vol(Z) 2 = 4 w z {F) • vol(<r) = 1-1 = 1 

„<=" ■ Angenommen A habe nicht Facettenweite 1. Dann gibt es eine Facette F und 
eine Ecke i, sodass \u(F) — u(a^)| > 2 fiir alle Normalenvektoren u G (IT 1 )* von F gilt. 
Ordne die Ecken von A so, dass zunachst i kommt, dann die Ecken von F und dann 
die restlichen Ecken von A. Aus dem Pullinglemma folgt, dass es in der Pullingtriangu- 
lierung von A beziiglich dieser Ordnung der Ecken eine Zelle Z = {i} U a gibt, wobei 
a ein Zelle von pull(F, vert (J) C\F) ist. Mit Hilfe des Volumenlemmas folgt nun: 

yo\(Z) = vol(<r) -wf(Z) > 2 zu Z unimodular. 

=1 >2 

□ 

In Kapitel 4 werden wir sehen, dass alle Flusspolytope eine unimodulare Triangulie- 
rung haben. Dazu werden wir sie in Zellen mit Facettenweite 1 zerschneiden und dann 
Pacos Lemma anwenden. 



2.3 Regulare Unterteilungen 

In diesem Abschnitt definieren wir eine andere wichtige Klasse von Unterteilungen, die 
regularen Unterteilungen, und zeigen, dass Pullingunterteilungen ein Spezialfall davon 
sind. 

Die folgende Definition stammt aus [Stu96]. 

Definition 2.3.1 (Regulare Unterteilungen). Sei A = {ai | i G I } eine Punktkon- 
figuration im Z n . Ein Vektor w G R' induziert dann eine Unterteilung von A, 
gemafi F = {h, ...,i r }eA u 

<^=4> BifF '■ K n — ► R dffin linear, mit: fF(a>ij) = Wi, fur ij £ F (2.2) 

(pFiaij) < u>ij fiir ij F (2.3) 

Eine Unterteilung A heifit regular, wenn ein w£R' existiert mit A = A u . 



2.3 Regulare Unterteilungen 
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Bemerkung 2.3.2. 1st ui hinreichend generisch, so ist A w eine Triangulierung. 

Beispiel 2.3.3 (Regulare Unterteilung). 

Rechts sehen wir eine regulare Unterteilung eines Recht- 
ecks mit zwei maximalen Zellen. Die Ecken der Untertei- 
lung sind die Ecken des Rechtecks. Der Gitterpunkt oben 
in der Mitte ist Teil der oberen maximalen Zelle, wohin- 
gegen der Gitterpunkt unien in der Mitte in keiner Zelle 
enthalten ist. 

Wie bei den Pullingunterteilungen gibt es auch fur die regularen Unterteilungen eine 
aquivalente geometrische Definition: Man bettet die Punktkonfiguration wieder in den 
W l+1 ein. Dazu bildet man den Punkt ab auf den Punkt (04,0^) € M n+1 und 
projiziert wieder die „untere konvexe Hiille" der Punkte zuriick in den W 1 und erhalt 
so eine Unterteilung. Anhand dieser anschaulichen Definition ist relativ klar zu sehen, 
dass Pullingunterteilungen ein Spezialfall von regularen Unterteilungen sind. 

Dies werden wir nun auch formal zeigen. Genau genommen wollen wir zeigen, dass 
alle Pullingtriangulierungen regular sind. 

Satz 2.3.4 (Pullingverfeinerung regular). Sei A = {a,i | i £ 1} eine Punktkonfi- 
guration im II 1 . Sei i £ vert(I) und A w eine regulare Unterteilung von A. 
Dann ist pull(A w , i) auch eine regulare Unterteilung von A. 

Beweis. O.B.d.A. sei / = [m] und i = m. Definiere u/ € M m gemafi u'j := ujj fiir 
1 < j < m — 1 und uj' m := u m — e fiir ein sehr kleines e > 0. 

Behauptung: Dann gilt pull(A w ,m) = A<y, d. h. pul^A^, to) ist regular. 

Fiir den Beweis fiihren wir folgende neue Bezeichnung ein: Fiir eine regulare Unter- 
teilung A w , eine Seite a 6 A u und eine affin lineare Funktion ip sagen wir ip rechtfertigt 
a fiir A w , genau dann, wenn (p (2.2) und (2.3) fiir a und A^ erfiillt. 

„D": Sei g € A w /. 

Fall 1: to ^ a. Sei <p a eine affin lineare Funktion, die a fiir A w / rechtfertigt. Dann 
rechtfertigt <p a auch a fiir A w . Da to $ a folgt a G pul^A^m). 

Fall 2: m £ a. Sei (p a eine affin lineare Funktion, die a fiir A^y rechtfertigt. ip a 
rechtfertigt dann a \ {to} fiir A w . Da wir e sehr klein gewahlt haben, liegt to in einer 
Zelle Z von A w mit ct\{to} -< Z. Nach Definition der Pullingtriangulierung folgt damit 
o~ = {to} U (a \ {to}) € pull(A w , to). 

„ C " : Sei a € pull( A w , to) . 

Fall 1: to a. Also wurde a beim Ziehen an m nicht verandert und es gilt a G A w . 
Es gibt also eine affin lineare Funktion (p a , die a fiir A w rechtfertigt. Insbesondere 
erfiillt diese Funktion (pa(d'm) < w m . Da wir e hinreichend klein gewahlt haben gilt 
auch (fa(O'm) < — £ (fur jedes r G A existiert ein e r > mit (p T (a m ) < uj m — e T , 
wahle e < minT-gA^ £ T )- 
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Fall 2: m G a. Da pull(A w ,m) eine Verfeinerung von A^ ist, existiert ein r G A^, 
mit ffCr. Sei ip T die affin lineare Funktion, die r fiir A^ rechtfertigt. Insbesondere gilt 

Nach Konstruktion der Pullingtriangulierung gilt a = {m} U F, wobei F eine Seite 
von t ist. Folglich existiert eine afRn lineare Funktion tp F '■ K n — > K, mit ip F (F) = 0, 
<^f(t \ F) < und i/)jr(a m ) = -e. 

Definiere nun </? CT = ip T + <^f- Nach Konstruktion erfiillt <p a fiir cj und A^ (2.2). Es 
ist also noch zu zeigen, dass fiir j < £ a gilt: (p a (a,j) < ujj. 

Fiir j 6 r \ (F U {m}) gilt 

^(oj) = y T (aj) + <p F (aj) < toj 

=LUj <0 



und fiir j G" r gilt 



(*) 

(p a (a,j) = ip T (aj) + (p F (aj) < ujj, 

<^j klein 

wobei (*) gilt, da wir e sehr klein gewahlt haben und damit auch ip F (a,j) sehr klein 
ist. 

□ 



Korollar 2.3.5. Sei A eine Punktkonfiguration im Z n mit Indexmenge I. Dann ist 
jede Pullingtriangulierung A pu u = pull(.A, vert(/)) von A regular. 

Beweis. Aq ist regular mit u = 0. A pu u wird konstruiert, indem man nacheinander an 
alien Ecken zieht. In jedem Schritt erhalten wir nach obigem Satz wieder eine regulare 
Unterteilung, sodass die Aussage per Induktion folgt. □ 

Definition 2.3.6 (Hyperebenenverfeinerung). Sei A = {a^ | i G /} eine Punkt- 
konfiguration im Z™ und A eine Unterteilung von A. Sei H eine affine Hyperebene, 
sodass fiir jedes a € A gilt: conv^(cr) PI H = conv^J) fiir ein J C I. 2 

A' heifit Hyperebenenverfeinerung von A fiir die affine Hyperebene H , wenn gilt: 

a G A' <s=> a' C a fiir ein a G A 

und (conv_4(a') = H + n conv^cr) oder conv^fV) = H~ fl cowv^(a)) 



Das bedeutet also, dass sich die beiden Halften der Polytope aus A, die zerschnitten werden, auch 
als konvexe Hiille der Punkte aus A darstellen lassen miissen. 

Verzichten wir auf diese Voraussetzung, so erhalten wir zwar eine Unterteilung im geometrischen 
Sinne, aber keine, die mit unserer kombinatorischen Definition vertraglich ist. 
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Satz 2.3.7. Sei A = {cii \ i G 1} eine Punktkonfiguration im Z n , A w eine regulare 
Unterteilung von A und A' eine Hyperebenenverfeinerung von A w beziiglich der affinen 
Hyperebene H . 

Dann ist A' ebenfalls regular. 







1 















H ^ 







(a) Vorher 



(b) Hochgefaltet 



Abbildung 2.5: Unsere Konstruktion entspricht in der geometrischen Definition dem 
Hochfalten des Polytops auf beiden Seiten von H, wobei in der Zeichnung vorher alle 
Punkte auf Hohe eingebettet waren. 



Beweis. Sei H = {x € W l \ tp(x) = c} fur ip G (R n )* und c G R. 

Wahle 5 > sehr klein und deflniere to' gema£ uj'j := Uj + 5\ip(aj) — c\ fiir j G J (s. 
Abb. 2.5). 

Wie man leicht nachpriifen kann, gilt dann: A' = A w '. □ 

Ein konkretes Beispiel befindet sich auf Seite 50 in Abbildung 3.1. Dort wird eine 
Punktkonfiguration zunachst durch eine Hyperebene unterteilt und anschliefiend wird 
an zwei Ecken gezogen, sodass wir eine (regulare) TViangulierung erhalten. 



2 Unterteilungen und Triangulierungen 



3 Algebra 



In diesem Kapitel lernen wir einige algebraische Konzepte kennen. Wir lernen, was 
Grobnerbasen und torische Ideale sind und stellen einen Zusammenhang zwischen regu- 
laren unimodularen Triangulierungen einer Punktkonfiguration und den Grobnerbasen 
des zugehorigen torischen Ideals her. 

Die Hauptquellen sind das erste, vierte und achte Kapitel von [Stu96] sowie das erste 
Kapitel von [CLO05]. Dort befinden sich auch Beweise von Satzen, die hier nur zitiert 
werden. 

3.1 Ideale und Grobnerbasen 

In diesem Abschnitt definieren wir u. a. Termordnungen und Grobnerbasen. 

Sei k ein Korper und k[x] := k[x±, . . . ,x n ] der Polynomring fiber k in n Variablen. 
Monome in k[x] werden mit x a := x" 1 • • • x® n bezeichnet. 1 

Es existiert eine kanonische Bijektion zwischen N™ und den Monomen in k[x]. Dies 
erlaubt uns Gitterpunkte und Monome miteinander zu identifizieren. Beispielsweise 
entspricht (3,0,2) E N 3 dem Monom x\x\ G k[x\,X2,x^\. Wir werden im weiteren 
Verlauf regelmafiig zwischen beiden Darstellungen hin- und herspringen. 

Fur einen Vektor v £ Z n bzw. ein Monom x v G k[x] definieren wir den Support von 
v bzw. von x v als supp(i>) = supp(a; u ) := {i £ [n] \ v; t / 0}. 

Der Grad eines Monomes x a ist definiert als deg(a; a ) := X^=i a «- Fur ein Er- 
zeugendensystem A eines Ideals / C k[x] definieren wir den Grad als deg(yl) := 
maxj gj 4 deg(/). Ein Erzeugendensystem mit minimalem Grad nennen wir kurz mi- 
nimales Erzeugendensystem. Wir sagen, dass ein Ideal I im Grad k erzeugt ist, genau 
dann, wenn der Grad eines minimalen Erzeugendensystems von / hochstens k ist. 

Definition 3.1.1 (Termordnungen). Eine Ordnung -< auf der MengeW 1 heifit Term- 
ordnung, wenn je zwei Elemente vergleichbar sind, das eindeutige Minimum ist und 
aus a -< b folgt a + c -< b + c fur beliebiges c G N n . 

Beispiel 3.1.2 (Termordnungen). • Lexikographische Ordnung: 

a ^lcx b <^ 3k £ [n] : ai = bi fur i < k — 1 und ak < frfc 

1 In spateren Abschnitten werden wir unsere Variablen meistens mit einer anderen (geordneten) Menge 
als der Menge [n] indizieren, z. B. der Indexmenge / einer Punktkonfiguration A.. Um die Notation 
zu erleichtern bleiben wir in diesem Abschnitt aber bei der Indexmenge [n]. Da es eine Bijektion 
zwischen I und [ |7| ] gibt ist dies auch vollig in Ordnung. 
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• Gradiert lexikographische Ordnung: 

a ^gricx b -£4> deg(a) < deg(6) oder (deg(a) = deg(fo) und a -<\ eyi b) 

• Gradiert umgekehrt lexikographische Ordnung: 

a -< g rcvicx b 44>deg(a) < deg(b) oder 

deg(a) = deg(b) und 3k G [n] : ai = bi fur i > k + 1 und a k > b k 

Entsprechend der Bijektion zwischen Gitterpunkten und Monomen in k[x] kann man 
den Begriff Termordnung natlirlich auch auf die Monome in k[x] iibertragen. 

Sei / G k[x]. Es existiert eine eindeutige Punktkonfiguration Af = {a^ | % G /} C N ra , 
bei der alle Elemente paarweise verschieden sind und eine eindeutige Familie {Aj | i G 
/} C R, sodass sich / schreiben lasst als / = ^2 ieI Xix ai . 

Wir nennen das Polynom / homogen genau dann, wenn die Punktkonfiguration Af 
homogen ist beziiglich der Funktion (p G (Z n )*, die alle Koordinaten aufsummiert. 
Homogene Polynome sind also solche, bei denen alle Monome den gleichen Grad haben. 
Ein Ideal I C k[x] nennen wir homogen, wenn es ein Erzeugendensystem von / gibt, 
dass aus homogenen Polynomen besteht. 

Sei eine Termordnung -< vorgegeben und sei wieder / G k[x] und Af die Punktkon- 
figuration mit Indexmenge /, die die Exponenten der Monome von / enthalt. Es gibt 
ein eindeutiges k G /, sodass maximal beziiglich der Termordnung -< ist. 

Wir definieren nun den Leitterm von / als lt^(/) = lt(/) := XkX ah . Zu einem Ideal 
I Q k[x] definieren wir das Leitideal von / als lt^(/) = lt(7) := {lt^(/) | / G /}. 

Die Monome von I, die nicht in lt^(I) enthalten sind, nennen wir Standardmonome. 

Ein Erzeugendensystem A fur ein Ideal I nennen wir quadratfrei, wenn fur jedes 
/ G A gilt: Der Exponent von lt(/) liegt in {0, l} n , d. h. im Leitterm tritt jede Variable 
hochstens einmal auf. 

Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass k[x] noethersch ist. Folglich sind alle 
Ideale / C k[x] endlich erzeugt. Sei I ein Ideal und A = {gi, ■ ■ ■ , gk} ein Erzeugen- 
densystem. Es gilt stets lt^(I) ^ (lt^(gi), . . . At^(gk)). Im Allgemeinen gilt aber keine 
Gleichheit. Dies fiilirt uns zu der folgenden Definition: 

Definition 3.1.3 (Grobnerbasen). Eine endliche Menge Q = {g±, . . . ,gk} C / heifit 
Grobnerbasis von I beziiglich -<, genau dann, wenn die Leitterme der gi das Leitideal 
von I erzeugen, d. h. wenn lt^(/) = (lt^(gi), . . . ,lt^(<7fc)) gilt. 

Dies ist dquivalent dazu, dass fur jedes f G / ein g G Q existiert mit \t{g) \ lt(/). 

Wenn fur ein Ideal I und Q = {gi,...,g k } Q I gilt (lt(gi) , . . . At(g k )) = lt(7), so 
wird I von Q erzeugt, d. h. Q ist eine Grobnerbasis von I. Dies folgt aus dem Divisi- 
onsalgorithmus fiir Polynome. 

Eine Grobnerbasis Q = {g±, . . . ,gk} heifit minimal, wenn fiir i = 1, . . . , k gilt: lt((/j) G" 
(lt(gi), . . . , lt(gi), . . . , lt(<?fc)), d. h. kein Element von Q ist redundant. Eine Grobnerbasis 
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heifit reduziert, wenn fur zwei verschiedene Elemente g, g' 6 Q kein Term aus g' durch 
ft^(g) teilbar ist. Zu einem Ideal I und einer Termordnung -< gibt es eine (bis auf 
skalare Vielfache) eindeutige reduzierte Grobnerbasis. 

Sei to = (uj\, . . . ,u n ) £ W l . Mit • bezeichnen wir das kanonische Skalarprodukt auf 
dem M. n . Fiir ein Polynom / = ^27=1 c i xai definieren wir die Leitform 

lt^(/) := / CiX a \ wobei M := {i € [n] \ uj ■ a,i = max(uj • aj)} . (3.1) 

fat ' ie[n] 

Ein Beispiel dafiir ist lt(i ; o,2) O^i 3 ^^ + x\X2x\ + x\x^) = x\x2X% + x\X2x\. 

Fiir ein Ideal I definieren wir das Leitideal lt u (I) ■= (lt w (/) \ f G I). Im Allgemeinen 
ist lt u (I) kein Monomideal (d. h. ein von Monomen erzeugtes Ideal). Wenn man uj 
hinreichend generisch wahlt, aber schon. 

Sei uj > und -< eine beliebige Termordnung. Dann definieren wir folgendermafien 
eine neue Termordnung -< u : 

a -<v b 44> uj ■ a < uj ■ b oder (uj ■ a = uj ■ b und a -< b) 

Satz 3.1.4. Sei -< eine Termordnung und I ein Ideal. 
Dann existiert ein uj € N n mit lt w (I) = lt^(I). 

Wir sagen dann, uj reprasentiert ~< fiir /. Ein Beweis befindet sich in [Stu96] auf Seite 
4. 



3.2 Torische Ideale 

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit einer speziellen Klasse von Idealen im 
Ring k[x], den torischen Idealen. 

Sei A = {cii | i £ 1} eine Punktkonfiguration im Z n . Die Punkte € Z n identifizie- 
ren wir mit Monomen t ai im Laurentpolynomring feft^ 1 ] = k[t±, . . . , t n , t^ 1 , . . . , t^ 1 ]. 
Betrachte den Halbgruppenhomomorphismus 

7r:N J ^Z n , uh^ha . 

iei 

Das Bild von ir ist die Halbgruppe NA = {J2iei ^i a i I ^ ^ ^0- 

Die Abbildung ir lasst sich zu einem Homomorphismus von Halbgruppenalgebren 
hochheben: 

7T : k[x] -> fc^ 1 ], Xj^t ai 

Definition 3.2.1 (Torische Ideale). J4 := kerir C k[x] nennen wir das torische 
Ideal von A. 

Fiir ein Gitterpolytop P C R n und A := P HZ™ nennen I a das torische Ideal von P. 
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Wie man leicht nachprtifen kann, ist I4 tatsachlich ein Ideal und sogar ein Primideal, 
da /eft 1 * 11 ] ein Integritatsbereich ist. 

Zu Ijy kann man ein geometrisches Objekt definieren, die affine torische Varietdt 
V(Ia) := i x ^ k n I f( x ) =0 V/e Darum werden wir uns aufier im nachsten 
Beispiel aber nicht weiter kiimmem. 

Beispiel 3.2.2. Sei A = {1,2}. Dann gilt = (x 2 — y) und die zugehdrige affine 
torische Varietdt ist die Parabel V{IjO = {(x,y) € k 2 \ y = x 2 }. 

Wir werden nun zeigen, dass jedes torische Ideal ein Erzeugendensystem hat, das aus 
Binomen besteht: 

Satz 3.2.3. Das torische Ideal I a wird als k-Vektorraum erzeugt von der Menge 

A := {x u - x v | u, v <E N n mit n(u) = tt(v)} . 

Beweis. O.B.d.A. sei [n] die Indexmenge von A. Die Inklusion A C 1^ ist klar. Wir 
miissen also nur noch zeigen, dass sich jedes Monom in I a als fc-Linearkombination von 
Elementen der Menge A darstellen lasst. 

Angenommen nicht. Sei / das Polynom aus das sich nicht darstellen lasst, mit 
der Eigenschaft, dass lt(/) = x u iiber alle diese Polynome minimal ist. Da / G I a ist, 
gilt f{t ai , . . . ,t an ) = € k[t ±l ). Da der Term t w( - u ^ als Summand in /(t°\. . . ,t a ") 
auftritt, muss der gleiche Term auch ein weiteres mal auftreten (mit negativem Vorzei- 
chen), d. h. in / muss es ein Monom x v geben mit tt(u) = tt(v). Da x u der Leitterm von 
/ ist gilt x v ~< x u . /':=/ — x u + x° ist dann in enthalten und lasst sich ebenfalls 
nicht als fc-Linearkombination von Elementen aus A darstellen, aber lt(/') -< lt(/). ^ 
zu lt(/) minimal. 

□ 

Aus obigem Satz folgt, dass A := {x u — x v \ u,v £ N n mit tt(u) = ir(v)} das torische 
Ideal I a erzeugt. Insbesondere hat I a ein minimales Erzeugendensystem, das in A 
enthalten ist und jede reduzierte Grobnerbasis von I4 ist in A enthalten. 

Torische Ideale haben wir oben algebraisch definiert als Kern des Algebrahomomor- 
phismus 7r. Man kann torische Ideale aber auch rein kombinatorisch (bzw. geometrisch) 
sehen, und zwar als Menge von Relationen zwischen den Punkten einer Punktkonfigu- 
ration A. 

Sei wie ublich A eine Punktkonfiguration mit Indexmenge I und k[x] = k[xi]i & i ein 
Polynomring. Wir identifizieren ein Monom x = Xi mit dem Punkt etj und ein Monom 
x u mit der Summe Yli&i u i a i- 

Es gibt eine Eins-zu-Eins Beziehung zwischen Binomen in I4 und Relationen zwi- 
schen den Gitterpunkten von A (eine Relation sind zwei Familien von Punkten aus A, 
deren Summe gleich ist): Nach Definition ist x u — x v in 1 \a enthalten genau dann, wenn 
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^2 ieI Uidi = Yliei v i a i gilt. Wie wir oben gesehen haben, haben torische Ideale ein Er- 
zeugendensystem aus Binomen. Daher kann man I4 und die Menge der Relationen von 
A in gewisser Weise als (fast) gleich ansehen. 

Die Begriffe Erzeugendensystem und Grobnerbasis lassen sich auf diese Weise kom- 
binatorisch definieren: Eine Menge M von Relationen von A bildet ein Erzeugenden- 
system, wenn sich alle Relationen von A durch Relationen in M darstellen lassen. 2 

Die Termordnung -< auf k[x] lasst sich auf kanonische Weise auf A tibertragen (oi -< 
a,j 44> Xi -< Xj) und so wird eine der beiden Familien jeder Relation zum Leitterm. Eine 
Menge Q von Relationen von A heifit Grobnerbasis, wenn sie ein Erzeugendensystem 
ist und alle Leitterme von Relationen von A Obermenge eines Leitterms einer Relation 
aus Q sind. 

Im 4. Kapitel werden wir sowohl die kombinatorische, als auch die algebraische Dar- 
stellung verwenden, je nachdem welche gerade fur uns giinstiger ist. 

Satz 3.2.4. Sei A = {a^ | i G J} eine homogene Punktkonfiguration im Z ra , J ~< I eine 
Seite und B := {aj \j £ J} die Menge der Punkte in der Seite. 

Seien A und B minimale Erzeugendensysteme von Ij^ und Iq, die aus Binomen 
bestehen. Sei a der Grad von A und b der Grad von B. 

Dann gilt 1^ Q I A un d b < a. 

Beweis. Ig C 1^ ist klar. Angenommen b > a. 

Falls B = 0, so ist die Aussage klar. Sei also B 7^ 0. O.B.d. A. haben wir B so 
gewahlt, dass sich maximal viele Binome aus 1 .4 durch Binome in B vom Grad kleiner 
gleich a darstellen lassen. 

Nach unseren Voraussetzungen existiert ein Binom x u — x v € B vom Grad b, das 
sich nicht durch Binome kleineren Grades in B darstellen lasst, aber durch Binome aus 
A, die alle hochstens Grad a haben: 3 



O.B.d. A. sei x u = x wl x u \ x v = x^ x° h und x w ' x v ' = x wi+± x ui+1 fur i G [k - 1]. 
(3.2) ist also eine Teleskopsumme. 

Nach Annahme muss ein I existieren, sodass nicht alle drei Vektoren w l ,u l und v l 
in B enthalten sind. 

Sei I minimal mit dieser Eigenschaft. Betrachte nur den Fall / > 2. Der Fall / = 1 
geht analog. Da J -< I, existiert ein ip € (M n )* und ein c € R mit (p(b) = c fur alle 
b € B und ip(a) > c fur alle a G A. 

2 Ein Beispiel zum „sich darstellen lassen": Die Relation a + b + c = d + e + / lasst sich darstellen 

(*) (**) 

durch a + b = g + e (*) und g + c = d + / (**), denn: a + b + c = g + e + c — d + e + /. 
3 Geometrisch ist klar, dass dies nicht geht. Wenn sich eine Relation, die in einer Seite von A liegt 
durch Relationen von A ausdriicken lasst, so miissen diese Relationen auch alle in dieser Seite von 
A liegen. 



k 




(3.2) 
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Wegen w l 1 + v l 1 = w l + u l folgt daraus: 





+ 








1 







(*) 

< 



< 



9? 



E™' lai ) + hE w ' la 

iei I Kiel I 

w\ai + V E u i ai 
iei ) Kiel J 



\w + \u 
li 



Da der erste und der letzte Term gleich, sind muss bei (*) sogar Gleichheit gelten 
und wir erhalten u l ,w l 6 B. Analog folgt v l £ B. Also sind alle drei Vektoren in B 
enthalten. J7 □ 

Analog lasst sich beweisen, dass der Grad der reduzierten Grobnerbasis von Ig kleiner 
gleich dem Grad der reduzierten Grobnerbasis von I4 ist. 

Satz 3.2.5. Seien A C TL n und A' C TL m zwei homogene Punktkonfigurationen auf 
der gleichen Indexmenge I. Seien H und H' die von A und A' erzeugten additiven 
Halbgruppen. Wenn eine bijektive Abbildung <fi : A — > A' existiert, die sich zu einem 
Halbgruppenisomorphismus ip : H — > H' fortsetzen lasst, dann folgt I a = I A' ■ 

Beweis. Si a i = Si &i ^ eme Relation von Punkten aus A, genau dann, wenn 
SiV^i) = Si^H^i) eme Relation von Punkten aus A' ist. Damit folgt 1 a C I^i. 

Andererseits ist Si a i = Si ^j, eme Relation von Punkten aus A', genau dann, wenn 
SjV'~ 1 ( a i) = SiV' _1 (^i) eine Relation von Punkten aus A ist. Damit folgt 1 a C 1^. 

□ 



Korollar 3.2.6. Sei A = {a^ j i £ 1} eine homogene Punktkonfiguration im I/ 1 . Sei 
v € U 1 \ aff (— „4) und A' := {a^ + v \ i € /} die um v verschobene Punktkonfiguration. 
Dann gilt I a = I A' ■ 

Beweis. Wegen v aff(— „4) ist A' weiterhin homogen, denn die Punkte von A' liegen 
weiterhin in einer Hyperebene, die nicht den Ursprung enthalt. 

Sei (j) : A — > A' die bijektive Abbildung, die auf + v abbildet. Seien H 
und H' die von A bzw. A' erzeugten Halbgruppen. Deflniere ip '■ H — > H' gemafi 
^(Sf=i a i ; ) := Sf=i a k + k ■ v. Wegen der Homogenitat von A ist tp wohldefiniert. 
tp ist ein Halbgruppenisomorphismus und eine Fortsetzung von <\> und damit folgt die 
Aussage aus dem eben bewiesenen Satz. □ 

Korollar 3.2.7. Sei A = {ai \ i G /} eine homogene Punktkonfiguration im TL n und 
A' : A. 

Dann gilt I a = I A' ■ ^ 
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Wir werden nun noch einen Satz zitieren, der uns eine obere Schranke fur den Grad 
von reduzierten Grobnerbasen torischer Ideale liefert (s. [Stu96, Proposition 13.15]): 

Satz 3.2.8. Sei A eine homogene Punktkon figuration im 7L d mit Indexmenge I und sei 
~< eine Termordnung auf k[x], fur die das Leitideal lt_<(l4) quadratfrei ist. 

Dann ist der Grad der reduzierten Grobnerbasis von I4 beziiglich -< hochstens d. 

Korollar 3.2.9. Sei A die Menge der Gitterpunkte in einem (maximaldimensionalen) 
(m x n)-Transportpolytop T rc . Dann gibt es eine Termordnung -<, sodass der Grad der 
reduzierten Grobnerbasis von I4 beziiglich -< kleiner gleich dim( J 4) + 1 = (m — l)(n — 
1) + 1 ist. 

Beweis. T rc ist gitteraquivalent zu einem homogenen Polytop P C M( m_1 )( n_1 )+ 1 . 

Um eine Gitteraquivalenz zu erhalten, projizieren wir T rc zunachst in den Raum 
jg>(m-i)(n-i) ^ j n( j em w j r bei jeder Matrix die letzte Zeile und die letzte Spalte vergessen. 
Das so enstandene Polytop ist gitteraquivalent zu T rc , aber i. A. nicht homogen. Die 
Homogenitat erreichen wir dadurch, dass wir das Polytop in Hohe Eins in den Raum 
K>(m-i)0i-i)+i einbetten, d.h. jeder Punkt im Polytop erhalt eine zusatzliche letzte 
Koordinate mit dem Wert Eins. 

Wie wir an die Termordnung -< kommen, sodass lt_<(/^i) quadratfrei ist, werden wir 
im nachsten Abschnitt sehen. □ 

Diese Schranke werden wir in Abschnitt 4.3 ungefahr um den Faktor zwei verbessern. 

3.3 Grobnerbasen und regulare Triangulierungen 

In diesem Abschnitt stellen wir einen Zusammenhang zwischen diskreter Geometrie 
und Algebra her, genau genommen zwischen Triangulierungen einer Punktkonfiguration 
und dem torischen Ideal von dieser Punktkonfiguration. Wir werden zeigen, dass die 
minimalen Nichtseiten einer regularen unimodularen Triangulierung den Leittermen 
einer Grobnerbasis entsprechen. 

Dazu benotigen wir das folgende Lemma: 

Lemma 3.3.1. Sei A eine homogene Punktkonfiguration im Z n mit Indexmenge I und 
A eine unimodulare Triangulierung von A. 

Sei b E cone^(I) n Z n . Dann existiert ein eindeutiges a £ A, sodass b im rela- 
tiv Inneren des Kegels cone^(c) liegt und dazu ein eindeutiger Vektor A € Z> mit 
supp(A) C a und 



Beweis. Da A = [j relint(conv^4(cr)) (s. Bemerkung 2.1.9) existiert ein eindeutiges 
a £ A, sodass b im relativ Inneren des Kegels iiber cone^(o") liegt. Daraus folgt, dass 
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ein Vektor A G R> mit supp(A) C a und 6 = Yliei ^i a i existiert. Wir miissen also 
lediglich noch die Ganzzahligkeit und die Eindeutigkeit von A zeigen. 

Die Menge {a^ | i G a} ist affin unabhangig, da a ein Simplex ist. Die Menge ist sogar 
linear unabhangig. Sei namlich ^2 iGa Hidi = 0. Wegen der Homogenitat von A folgt 
Sieo- /•*» = un( i wegen der affinen Unabhangigkeit folgt [ii = fur alle i £ a. Aus der 
linearen Unabhangigkeit folgt die Eindeutigkeit des Vektors A. 

Betrachte den Punkt a = Ylieii^i ~ L^iJ ) a i- Dies ist ein Gitterpunkt im von {a^ | i G 
cr} aufgespannten Parallelepiped. Wegen vol(cr) = 1 folgt a = 0. Damit folgt |_A«J = Aj 
fiir alle i € /, also A € Z> . □ 



Sei JCL Dann definieren wir x J := Y\jeJ x j- Zu einer Nichtseite F bezeichnen wir 
mit s(F) den eindeutigen Vektor A aus obigem Lemma. Fiir jede Nichtseite F gilt also: 
x F -x a ^€l A . 

Wir werden nun die erstaunliche Tatsache beweisen, dass Binome dieser Form sogar 
eine Grobnerbasis von Ia bilden. Bei dem folgenden Satz handelt es sich um einen 
Spezialfall der Korollare 8.4 und 8.9 aus [Stu96]. 

Satz 3.3.2. Sei A eine homogene Punktkonfiguration im Z ra und eine regulare 
unimodulare Triangulierung von A. Dann ist Q/\ := {x F — x s ( F ^ \ F ist minimale 
Nichtseite von A} eine reduzierte Grobnerbasis von 1 a beziiglich — ^ . 



Beweis. Wir wissen, dass lj± ein Erzeugendensystem aus Binomen hat (Satz 3.2.3). Sei 
x u — x v ein Erzeuger von I ]a und x u der Leitterm. Es gilt also 

LUiUi = LU • U > LO ■ V = u i v i ■ (3-3) 

iei iei 

Um zu sehen, dass Q eine Grobnerbasis von I a ist, zeigen wir, dass eine minimale 
Nichtseite F von A existiert mit x F \x u . O.B.d. A. konnen wir voraussetzen, dass 
supp(w) n supp(u) = gilt. 

Fall 1: supp(tt) ist Nichtseite: Dann existiert eine minimale Nichtseite F mit F C 
supp(tt) und folglich gilt x F \ x u . 

Fall 2: supp(it) ist Seite: Wir werden zeigen, dass dieser Fall nicht eintreten kann. 
Da A eine regulare Triangulierung ist, gibt es einen Vektor c mit a 3 -c = u>j fiir 



3.3 Grobnerbasen und regulare Triangulierungen 
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j G F (*) und cij ■ c < ujj fur j £ F (**). Es gilt also: 




iei iei 

(3-3) 
> 2^ u i v i 



iei 



(**) 




Nach Voraussetzung gilt aber Yliei u i a i = ^iei Vi(li - \ 

Q ist sogar reduziert, denn supp(s(F)) ist fiir beliebiges F ein Simplex, enthalt also 
keine Nichtseite. Also wird kein Term in Q vom Initialterm eines anderen geteilt. 

□ 

Korollar 3.3.3. Torische Ideale von Flusspolytopen haben eine quadratfreie Grobner- 
basis. 

Wir wissen nun also, dass jede homogene Punktkonfiguration A, die eine regulare 
unimodulare Triangulierung besitzt, eine quadratfreie reduzierte Grobnerbasis Q hat. 
Diese tatsachlich auszurechnen ist nicht schwierig, wie das folgende Beispiel zeigt: 

Beispiel 3.3.4. Sei A die Punktkonfiguration aus Abbildung 3.1. Fiir das Ideal I a 
konnen wir die reduzierte Grobnerbasis Q beziiglich der Termordnung, die vom Vektor 
uj = (9,0, 10,9,0, 10) induziert wird, direkt aus Abbildung 3.1c ablesen. 
Es gilt Q = {bf — ae,ce — bd, cf — be, ad — be, qc — b 2 , df — e 2 } . 
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(a) Punktkonfiguration mit tri- 
vialer Unterteilung 



10 10 
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> — 
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u — 




► 





(b) Hyperebenenunterteilung an 
der Hyperebene durch die bei- 
den mittleren Punkte 



10 9 




(c) Durch Ziehen an den 
Ecken unten links und oben 
rechts erhalten wir eine regu- 
lare Triangulierung. 



Abbildung 3.1: Eine regulare Triangulierung einer Punktkonfiguration 



4 Gradschranken fur torische Ideale von 
Flusspolytopen 



In diesem Kapitel beweisen wir einige Gradschranken fur Grobnerbasen und Erzeugen- 
densysteme von torischen Idealen von Transport- und Flusspolytopen. 

Unsere Ergebnisse sind im Einzelnen: Torische Ideale von Flusspolytopen sind im 
Grad drei erzeugt (Abschnitt 4.2). Die reduzierte Grobnerbasis von (m x n)-Transport- 
polytopen beziiglich einer beliebigen umgekehrt lexikographischen Termordnung hat 
hochstens Grad L^rpJ (Abschnitt 4.3) und es gibt Termordnungen und Transportpo- 
lytope, fur die diese Schranke annahernd scharf ist (Abschnitt 4.4). Glatte (3 x 4)- 
Transportpolytope sind sogar im Grad zwei erzeugt (Abschnitt 4.5). 

4.1 Die Zellunterteilungsmethode 

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Hauptmethode, die wir verwenden, um Grad- 
schranken zu beweisen. Diese stammt aus [HP06]. Wir werden unsere Punktkonfigura- 
tionen entlang von affinen Hyperebenen der Form {a | a% = k} (fur k £ Z) in Zellen 
schneiden und zeigen, dass es geniigt die Grade der Erzeugendensysteme und Grobner- 
basen der Zellen zu betrachten. 

Dies erleichert uns die Arbeit enorm. Zu einem fest gewahlten Graphen G gibt es 
unendlich viele Flusspolytope. In diesen Flusspolytopen treten aber nur endlich viele 
verschiedene Zelltypen auf. Die Zellen haben eine einfachere Struktur als die Flusspo- 
lytope, da nach Translation alle Gitterpunkte aus den Zellen nur noch Eintrage aus 
{0, 1} haben. 

Fur feste Graphen kann man also alle Zelltypen einzeln durchgehen. Wir werden dies 
in Abschnitt 4.5 fur (3 x 4)-Transportpolytope tun. 

Sei F = Fg dul ein Flusspolytop. Fur k G Ij E definieren wir eine Zelle von F als: 

Z F (k) :={fGF\k e </(e) < k e + 1} (4.1) 

Bemerkung 4.1.1 (Zellen sind Gitterpolytope). Die Zellen eines Flusspolytopes 
sind Flusspolytope rait anderen oberen und unteren Schranken und damit nach Satz 
1.3.9 wieder Gitterpolytope. 

Die verschobene Zelle Zp(k) — k ist im Einheitswiirfel [0; 1] E enthalten. Sie ist wieder 
ein Flusspolytop zum gleichen Graphen G mit neuem Bedarfsvektor d' und neuen 
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Schranken u',l' G {0;1} S . Die verschobene Zelle bezeichnen wir mit Z# = Z^i u i y. 
Wir sagen dann, dass die Zelle Zp(k) vom Typ Z^i , u ' ,v ist. 

Nach Korollar 3.2.6 sind das torische Ideal von der Zelle Zp(k) und das von der 
verschobenen Zelle Zd>, u ',v gleich. 

Satz 4.1.2. Sei Zd C [0; 1] E eine (verschobene) Zelle eines Flusspolytops zu einem 
Graphen G = (V,E). Dann gilt: 

(i) Ist Zd nicht leer, so ist —5~(v) < d v < 5 + (v) fur alle v G V. 

(ii) 1st Zd eine volldimensionale Zelle eines maximaldimensionalem Flusspolytops, so 
ist —8~(v) + 1 < d v < 5 + {v) — 1 fur alle Ecken, die in einem ungerichteten Kreis 
von G enthalten sind. 

Beweis. Der erste Teil ist klar. Ist Z^ volldimensional, so darf einen Knoten v G V 
keine der beiden Schranken mit Gleichheit erfullt sein. Andernfalls ware namlich fur 
alle zu v inzidenten Kanten e der Wert von f e konstant fur alle / G Zd- Damit ware 
Zd nicht volldimensional. Es muss also gelten — 5~(v) < d v < 5 + (v). Wegen d G Ij V 
folgt daraus die Aussage. □ 

Im Spezialfall, dass F ein (m x n)-Transportpolytop T rc ist, verwenden wir fiir die 
Zellen folgende Notation: Fiir eine Matrix K G Z mxn schreiben wir Z rc (K) := {M G 
T r c | kij < rriij < kij + 1 } . 

Verschiebt man die Zelle, so erhalt man fiir geeignete Vektoren r' und c'\ 

Z rc (K) - K = Z r _ r ' iC _ c / (0) =: Z^_£, 
Wir sagen dann, dass die Zelle Z rc (K) vom Typ Z^~£, ist. 

Sei Ah die Unterteilung von A, die wir erhalten, wenn wir mit der Unterteilung 
Ao = {Seiten von .A} beginnen und unsere Unterteilung entlang der Hyperebenen der 
Form H e r k fur k G Z (d. h. der affinen Hyperebenen, die senkrecht auf einem Einheits- 
vektor stehen und Gitterpunkte enthalten) verfeinern. Dass es sich dabei tatsachlich 
um Hyperebenenverfeinerungen wie in Definition 2.3.6 handelt (d. h. die Hyperebene 
schneidet Zellen nur in Seiten der Zellen), folgt aus Bemerkung 4.1.1. 

Die maximalen Zellen von Ah sind dann gerade die volldimensionalen Zellen von F. 
Nach Satz 2.3.7 ist Ah regular. 

Verfeinert man die Unterteilung Ah nun zu einer regularen Triangulierung, so hat 
diese eine sehr angenehme Eigenschaft, wie der folgende Satz zeigt: 
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Satz 4.1.3. Sei F C R n ein Flusspolytop und 
A := F fl Z n die Menge der Gitterpunkte von F 
sowie A eine regulare Triangulierung von A, die 
eine Verfeinerung der oben beschriebenen Hyper- 
ebenenunterteilung Ah ist. 

Sei a eine minimale Nichtseite von A, die in 
keiner Zelle von F enthalten ist. Dann gilt \a\ = 
2. 

Beweis. Nach Voraussetzung muss es eine Hyperebene H und zwei Gitterpunkte fi, fj € 
A mit i, j € a geben, sodass fi € H + \ H und fj € H~ \ H, d. h. fi und fj liegen auf 
verschiedenen Seiten von H (s. Abb. oben). 

{i,j} ist dann eine Nichtseite und wegen der Minimalitat von a folgt a = {i, j}. 

□ 

Korollar 4.1.4. Sei F C M. n ein Flusspolytop, k > 2 und A eine regulare unimodulare 
Triangulierung von FflZ™, die eine Verfeinerung der oben beschriebenen Hyperebenen- 
unterteilung Ah ist. 

Wenn fur alle Zellen Z von F gilt, dass das torische Ideal Iz im Grad k oder kleiner 
erzeugt ist, so ist If im Grad k oder kleiner erzeugt. 

Zu einer Zelle Z von F bezeichnen wir die Einschrankung von A auf Z n 7L n mit 
Az-Wenn fur alle volldimensionalen Zellen Z von F gilt, dass die Grobnerbasis Qa z 
von Iz aus Satz 3.3.2 hochstens Grad k hat, so hat die Grobnerbasis von If ebenfalls 
hochstens Grad k. 

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall, dass fur alle volldimensionalen Zellen Z von 
F die Grobnerbasen Q& z hochstens Grad k haben. 

Nach Voraussetzung und Satz 3.3.2 haben dann alle minimalen Nichtseiten von A 
(sowohl die, die innerhalb einer Zelle von F liegen, als auch die anderen) hochstens Kar- 
dinalitat k. Deshalb wissen wir, wiederum wegen Satz 3.3.2, dass Qa = {x F — x s ( F ^ \ 
F ist minimale Nichtseite von A} eine quadratfreie reduzierte Grobnerbasis von I a ist, 
deren Grad hochstens k ist. 

Im Fall, dass die torischen Ideale Iz von alien Zellen Z lediglich ein Erzeugendensys- 
tem im Grad k oder kleiner haben, betrachten wir die Vereinigung dieser Erzeugenden- 
systeme mit der Menge {x F — x s( - F ^ \ F ist minimale Nichtseite von A und F ist nicht 
in einer Zelle enthalten}. Diese Menge erzeugt Q/s. und damit auch das Ideal If- □ 

Wenn wir Gradschranken fur torische Ideale von Flusspolytopen zeigen wollen geniigt 
es also, Gradschranken fur alle auftretenden Zelltypen zu beweisen. Da alle Zellen 
Seiten von volldimensionalen Zellen sind, reicht es wegen Satz 3.2.4 aus, sich dabei auf 
volldimensionale Zellen zu beschranken. 
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Nicht in einer Zelle enthal- 
tene, minimale Nichtseiten 
haben Kardinalitat zwei. 



54 



4 Gradschranken fur torische Ideale von Flusspolytopen 



Beispiele 

Beispiel 4.1.5. Betrachte das Transportpolytop T , ( 111 o)(3 j 3 i 3 i 3) . Dieses ist isomorph zu 
^(i,i,6)(2,2,2,2) ( v 9l- Beispiel 1.4-2 auf Seite 22) und hat fiinf volldimensionale Zellen. 
Das Polytop enthdlt die folgenden 16 Gitterpunkte: 
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K a = 



K 7 = 



K S = 



K £ = 



0000 
0000 
1222 

0000' 
0000 
2122 

0000' 
0000 
2212 

0000' 
0000 
2221 

0000' 
0000 
2222 



Z(K a ) n Z 3x4 = {Mi, M 2 , M 3 , M 4 , M 5 , M 9 , Mi 3 } Typ: Z^;^ 

Z(i^) n Z 3x4 = {M 2 , M 5 , M 6 , M 7 , M 8 , Mio, M M } Typ: J x 

Z(K y ) nZ 3x4 = {M 3 ,M 7 ,M 9 ,Mio,Mii,Mi 2 ,Mi 5 } Typ: Z^;^ 

Z(i^) n Z 3x4 = {M 4 , M 8 , Mi 2 , Mi 3 , M M , Mis, M 16 } Typ: J 2 
Zi/x ; n Z 3x4 = {M 2 , M 3 , M 4 , M 5 , M 7 , M 8 , M 9 , 



Mio, Mi 2 , Mi 3 , M14, Mi 5 } Typ: Z^ ;1 

In den Beispielen am Ende von Abschnitt 4-5 geben wir ein minimales Erzeugenden- 
system fiir das torische Ideal von diesem Transportpolytop an. 
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Flusspolytope vom K4 

Die Kanten des K 4 lassen sich (bis auf Isomorphic) auf vier verschiedene Arten ori- 
entieren. Genau eine dieser Orientierungen ist azyklisch (s. Abb. 4.1). Sei nun G der 
vollstandige Graph auf vier Ecken mit der azyklischen Orientierung. 




Abbildung 4.1: Der K 4 mit der azyklischen Orientierung 



Seien d G Z 4 und u,l G Z 6 so gewahlt, dass F = Fg dul maximaldimensional, d.h. 
dreidimensional ist. Wir werden nun die Zellen des Flusspolytops F untersuchen und 
zeigen, dass F eine Grobnerbasis im Grad zwei hat. 

Wir wollen zunachst herausfinden, welche Zelltypen in F auftreten. Sei Z eine voll- 
dimensionale Zelle von F. Aus Satz 4.1.2 folgt: 



-2 < di < -1 

-1 < d 2 < 

< d 3 < 1 

1 < d 4 < 2 



Es gilt also di < d 2 < d% < d 4 . Da aufierdem d\ + d 2 + ds + d 4 = gelten muss, konnen 
hochstens die folgenden sechs Zellen volldimensional sein: 



^(-2,-1,1,2), ^(-2,0,1,1)' ^(-2,0,0,2)' ^(-1,-1,1,1)' ^(-1,-1,0,2)' ^(-1,0,0,1) 

Diese werden wir nun naher untersuchen. Wir bestimmen dazu die Gitterpunkte der 
Zellen: 
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^(-2,-1,1,2) nz^ = {(1,1,0, 1,1,1), (i,o, 1,1, i,o), (o,i, i,o, i,o), (o,i, i,o, i,o)} 
2(-2,o,i,i) n^ = {(i, i, o, o, l, o), (l, i,o, l, o, l), (l, o, l, l, o, o), (o, l, l, o, o, o)} 
£(-2,0,0,-2) nz g = {(i, i, o, o, l, l), (l, o, l, l, o, l), (l, o, l, o, l, o), (o, l, l, o, o, i)} 
^(-1,-1,1,1) nz^ = {(i, o, o, l, l, o), (o, i,o, o, l, o), (o, l, o, l, o, l), (o, o, l, l, o, o)} 
£(-i,-i,o,2) nz" = {(i, o, o, l, l, l), (o, l, o, o, l, l), (o, o, l, l, o, l), (o, o, l, o, l, o)} 
£(-i,o,o,i) nz" = {(i, o, o, l, o, l), (l, o, o, o, l, o), (o, l, o, o, o, l), (o, o, l, o, o, o)} 



Wie man sieht, enthalten alle Zellen genau vier affin unabhangige Gitterpunkte. Es 
handelt sich also urn dreidimensionale Simplexe und es gibt keine Relationen zwischen 
den Gitterpunkten der Zellen. 

Mit Korollar 4.1.4 folgt daraus, dass Flusspolytope, die vom K4 mit der azyklischen 
Orientierung stammen, eine Grobnerbasis im Grad zwei haben. 



4.2 Eine scharfe obere Schranke fur Erzeugendensysteme 
Schranke fur Transportpolytope 

In diesem Abschnitt beweisen wir die erstaunliche Tatsache, dass die torischen Ideale 
von alien Flusspolytopen im Grad drei erzeugt sind. 

Wir beweisen die Aussage zunachst in dem folgenden Satz fur Transportpolytope: 

Satz 4.2.1. Torische Ideale von Transportpolytopen sind im Grad drei erzeugt. 

Wir zeigen dafiir, dass die torischen Ideale von den Zellen von (m x n)-Transport- 
polytopen (in Zukunft (m x n)-Zellen genannt) im Grad drei erzeugt sind. Dies geniigt 
nach Korollar 4.1.4. Wegen Satz 3.2.4 konnen wir uns dabei auf volldimensionale Zellen 
beschranken. 

Sei also Z eine volldimensionale Zelle eines maximaldimensionalen (m x n)-Trans- 
portpolytops und sei A := Z n Z mxn . Wir definieren nun eine Abstandsfunktion 
d : A x A — > N gemafi d(M,N) := j) \ ^ riij}\. d zahlt also, an wievielen Stel- 
len sich zwei Matrizen unterscheiden. Fiir u, v G M"^ mit x u — x v € I a definieren wir 
den Abstand d(u, v) := min{d(M, N) \ M G supp(w), G supp(v)}. 1 

Zur Einstimmung betrachten wir zunachst den (2 x n) Fall. Dort konnen wir mit 
der gleichen Technik wie im allgemeinen Fall, aber mit weniger Auf wand, eine starkere 
Aussage zeigen. 

1 Hier und an einigen anderen Stellen in diesem Kapitel hat unsere Punktkonfiguration A keine In- 
dexmenge. Anstatt der Indexmenge verwenden wir die Menge A selbst. Da alle Elemente von A 
paarweise verschieden sind, ist das in Ordnung. 



4.2 Eine scharfe obere Schranke fur Erzeugendensysteme 



57 



Satz 4.2.2. Torische Ideale von (2 x n)-Zellen sind im Grad zwei erzeugt. 

Beweis. Sei wie tiblich A die Menge der Gitterpunkte in der Zelle. Angenommen, die 
Aussage ist falsch. Dann existiert ein Binom x u — x v G I a vom Grad k > 3, das sich 
nicht durch Binome kleineren Grades aus I_a darstellen lasst. Seien u und v so gewahlt, 
dass I := d(u,v) minimal ist tiber alien Binomen mit dieser Eigenschaft. 

Da unsere Zelle volldimensional ist, muss in jeder in A enthaltenen Matrix in jeder 
Spalte genau eine Eins und eine Null auftreten. Seien M 1 € supp(u) und A 1 6 supp(i>) 
Matrizen mit d(M 1 ,N 1 ) = I. Nach Voraussetzung ist I > 1. Da M 1 und A 1 gleiche 
Zeilen- und Spaltensummen haben folgt automatisch I > 4. 

Damit konnen wir o.B.d. A. voraussetzen, dass 



M 



1 
1 



Ml 



und A 1 = 



1 ^1 
10* 



fur geeignete (m x (n — 2)) Matrizen M} und A"^ 1 gilt. 

Sei S := J2MeA UM ^ = YlnteA v mM. O.B.d. A. sei s±i < su (andernfalls vertau- 
sche u und v sowie die ersten beiden Spalten der Matrizen). Dann muss es eine Matrix 
M 2 € supp(w) geben mit m\ x = und m\ 2 = 1) a l so: 



M 1 
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1 


1 






Ml 



Es gilt also: 
M 1 + M 2 = 



1 
1 



Ml 



+ 



1 M 2 

1 o * 



o 1 
l 



M l 



+ 



1 
1 



Ml 



(4.2) 



(4.3) 



Sei u' := u + e^i + e^ 2 - e M i - e M 2, d. h. x r 



_ X M 1 ' X M 2 
X M 1 ' X M 2 



=M 2 



x u — x v ist ebenfalls ein Binom in Ij± vom Grad k, das sich nicht durch Binome von 
kleinerem Grad darstellen lasst (andernfalls liefie sich x u — x v mit Hilfe dieser Binome 
und (4.3) auch durch Binome kleineren Grades darstellen). 

Es gilt aber d(u',v) = c^M 1 , A 1 ) = d(u,v) - 4 < d(u,v). ^ 

□ 



Tatsachlich gilt sogar die starkere Aussage, dass jedes (2 x n)-Transportpolytop eine 
quadratfreie Grobnerbasis im Grad zwei hat. Ein (2xn)-Transportpolytop 2 n (ri,r2)(ci,...,c n ) 
ist namlich isomorph zum ri-ten Hypersimplex 



conv { + . . . + Ci 



| i\ < . . . < i ri } C 



Einen Isomorphismus liefert die Abbildung, die bei alien Matrizen aus dem Transport- 
polytop die zweite Zeile vergisst. Nach [Stu96, Satz 14.2] haben die torischen Ideale 
von Hypersimplexen eine quadratfreie Grobnerbasis im Grad zwei. 
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Nun betrachten wir den (m x n) Fall. Der Beweis ist von der Grundstruktur her 
ahnlich wie im (2 x n) Fall. Es gibt i.A. aber keine Matrix M 2 , wie in Gleichung 
(4.2), die die beiden Einsen von M 1 iiberdeckt, die M 1 nicht iiberdeckt. Wir benotigen 
dafiir zwei Matrizen M 2 und M 3 und konnen daher nur drei als Gradschranke zeigen. 
Dariiberhinaus benotigen wir noch einige zusatzliche kombinatorische Tricks. 

Satz 4.2.3. Torische Ideale von (m x n)-Zellen sind im Grad drei erzeugt. 

Beweis. Wir beginnen ganz genau so wie im (2 x n) Fall: Sei Z die betrachtete Zelle 
und A die Menge der Gitterpunkte der Zelle. Wir nehmen an, die Aussage sei falsch. 
Dann gibt es ein Binom x u — x v G Ij^ vom Grad k > 4, das sich nicht durch Binome 
kleineren Grades aus I a darstellen lasst. O.B.d. A. seien u und v so gewahlt, dass 
I := d(u,v) minimal ist iiber alien Binomen mit dieser Eigenschaft. M 1 G supp(it) und 
N 1 G supp(v) seien Matrizen mit d(M 1 ,N 1 ) = I. Wieder folgt I > 4. 

Fiir den Beweis benotigen wir das folgende Lemma, das uns etwas iiber die Struktur 
von M 1 und iV 1 verrat: 

Lemma 4.2.4. Es kann keine Indizes h,i2,ji,j2 geben mit mj^ = fn\ 2 j 2 = ^ lj2 = 
n h^ = 1 und m}: n = mi .• = n}, = n}„,- =0, d.h. wenn wir die zu diesen Indizes 

v2Jl t, lJ2 '■2J1 ^IJl '2j2 ' 

gehdrenden Untermatrizen betrachten, so erhalten wir, dass nicht gleichzeitig 



Ji 32 Ji 32 



n 



1 
1 



als Untermatrix von M l und %1 

12 



1 

1 



als Untermatrix von N 1 



auftreten kann. 

Die Aussage gilt immer noch, wenn wir in einer der beiden Untermatrizen eine Null 
durch eine Eins oder eine Eins durch eine Null ersetzen. 

Beweis. Angenommen doch. Wir zeigen, dass man den Abstand von M 1 und iV 1 dann 
weiter verkiirzen kann. 

Definiere eine Matrix M gemafi: 



m 



1 fiir = (n,j 2 ) oder = (i 2 ,ji) 

fiir = (h,ji) oder = (i 2 ,j 2 ) (4-4) 



rriij sonst 



Es existieren Matrizen M 2 und M 3 in supp(ii), sodass fiir A := M 2 + M 3 gilt: 

diija > mij2 = 1 und a i2h > ^1231 = 1 - 

Folglich ist M 1 + M 2 + M 3 — M 1 > und damit in 2 • Z enthalten. Nach dem ver- 
allgemeinerten Satz von Birkhoff und von Neumann (s. S. 19) existieren also Matrizen 
A 2 und A 3 mit M 1 + M 2 + M 3 = M + A 2 + ^l 3 . 

Wahle u so, dass x u = — — - — x u gilt. Nach Voraussetzung muss eine Matrix 

M4 G supp(w) existieren mit M4 7^ fiir alle N G supp(v). Daraus folgt x u —x°^ 0. 
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x u — x v ist also ein Binom in I a vom Grad k, das sich nicht durch Binome kleineren 
Grades darstellen lasst, da sich sonst audi x u — x v durch Binome kleineren Grades 
darstellen liefie. 

Es gilt d(M, N 1 ) = d(M 1 ,N 1 ) - 4. Ersetzt man eine Null durch eine Eins oder 
andersherum wie im Lemma angegeben, so ist d(M, N 1 ) = d^M 1 , N 1 ) — 2. Es gilt also 
stets d(u', v) = d(M, N 1 ) < d(M 1 ,N 1 ) = d(u, v). \ 

□ 

Nun konnen wir den Beweis von Satz 4.2.3 beenden. M 1 und iV 1 miissen sich unter- 
scheiden. Es gibt also einen Eintrag, wo in M 1 eine Eins steht und in N 1 eine Null. Da 
beide die gleiche Spaltensumme haben, muss es in der gleichen Spalte einen Eintrag 
geben, wo dies umgekehrt ist. Wir konnen also o.B.d. A. schreiben: 



(4.5) 



Da beide Matrizen die gleichen Zeilensummen haben, muss es in der ersten Zeile noch 
einen Eintrag geben, wo N 1 eine Eins hat und M 1 eine Null. Analog muss es in der 
zweiten Zeile einen Eintrag geben, wo A^ 1 eine Null hat und M 1 eine Eins. Wegen 
Lemma 4.2.4 miissen diese Eintrage in verschiedenen Spalten liegen. 
Es gilt also o. B. d. A. : 





h- > 








' " 


M 1 = 


... 








h- 1 

1 ' 



M 



h- 1 











1 









N 1 








1 




h- 1 











(4.6) 



Ware nun 7123 = 0, dann hatten wir eine nach Lemma 4.2.4 verbotene Untermatrix: 



M 




N 




(4.7) 



Es muss also 7123 
Eintrage: 



1 gelten. Analog folgen die Werte fur die anderen dunkel hinterlegten 



M 



1 

h- 1 












1 













N 




(4.8) 



Dieses Argument konnen wir nun erneut anwenden: Wegen der gleichen Zeilensum- 
men muss es in der ersten Zeile einen weiteren Eintrag geben, wo N 1 eine Eins hat und 
M 1 eine Null, sowie einen weiteren Eintrag in einer anderen Spalte, wo N 1 eine Null 
hat und M 1 eine Eins. Wegen Lemma 4.2.4 ist der dariiber/darunter liegende Eintrag 
auch festgelegt und wir erhalten: 
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' 1 




1 






' 





1 1 




M 1 = 





1 






N* = 


1 





1 1 

























Dieses Argument wenden wir nun immer weiter an. Irgendwann sind aber alle Spalten 
„verbraucht". Es lasst sich also nicht vermeiden, dass eine nach Lemma 4.2.4 verbotene 
Untermatrix auftritt. □ 

Damit ist Satz 4.2.1 bewiesen. 



Verallgemeinerung auf Flusspolytope 

Wir werden nun zeigen, dass sich das Ergebnis aus dem vorigen Abschnitt auf Flusspo- 
lytope verallgemeinern lasst. Dies geschieht in zwei Schritten. Zunachst zeigen wir, dass 
die Aussage fur bipartite Graphen gilt, bei denen alle Kanten von einer Farbklasse in 
die andere zeigen. Im zweiten Schritt reduzieren wir das Problem fur beliebige Graphen 
auf den diesen Fall. 

Satz 4.2.5. Sei G ein bipartiter gerichteter Graph, bei dem alle Kanten von einer 
Farbklasse in die andere zeigen, und sei F ein Flusspolytop zum Graphen G. 
Dann ist das torische Ideal von F im Grad drei erzeugt. 

Beweis. Wegen Korollar 4.1.4 gemigt es zu zeigen, dass das torische Ideal von einer 
Zelle Z des Flusspolytops im Grad drei erzeugt ist. 

G ist ein Untergraph vom K m ,n fur geeignete m, n € N und Z ist damit Seite einer 
Zelle Z' des (m x n)-Transportpolytops mit dem gleichen Bedarfsvektor. 

Wie wir gerade gezeigt haben, ist das torische Ideal Iz> im Grad drei erzeugt und 
damit ist nach Satz 3.2.4 auch Iz im Grad drei erzeugt. □ 

Diesen Satz verallgemeinern wir nun mittels einer Reduktion aus [Sch03, 21.6a] auf 
Zellen von beliebigen Flusspolytopen. 

Satz 4.2.6. Sei Fg = F^ dul ein Flusspolytop. 

Dann ist das torische ideal Ip^ im Grad drei erzeugt. 

Beweis. Wir transformieren den Graphen G = (V, E) in einen bipartiten Graphen 
G' = (V',E'), bei dem alle Kanten von einer Farbklasse in die andere zeigen. 

Aufierdem werden wir eine bijektive Abbildung : Fg n Z E -> Fq, D 1^' zwischen 
den Gitterpunkten der beiden Flusspolytope angeben, die sich zu einem Isomorphismus 
zwischen den von den Gitterpunkten erzeugten Halbgruppen fortsetzen lasst. Nach dem 
vorhergehenden Satz und Satz 3.2.5 auf Seite 46 sind wir dann fertig. 

Wir transformieren unseren Graphen, indem wir jeden Knoten in zwei miteinander 
verbundene Knoten aufteilen. An den ersten der beiden Knoten werden alle eingehenden 
Kanten des urspriinglichen Knotens gehangt und an den zweiten alle ausgehenden. 
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Konkret geht das folgendermafien: Wir teilen jeden Knoten v £ V in zwei Knoten v' 
und v" auf. Fur jede Kante (u, v) fiigen wir eine Kante (u', v") ein, die die oberen und 
unteren Schranken der Kante (u, v) erbt. Zusatzlich fiigen wir fur jedes v G V Kanten 
der Form (v',v") hinzu. 

Wir definieren N := YlveV 1^1 un( ^ se tzen d' v , := — N, d' v „ := N + d v sowie u'^ v , : = 
oo und V, , „\ '■= 0. Fur ein Beispiel siehe Abbildung 4.2. 




(a) Vorher (b) Nachher 



Abbildung 4.2: Ein Graph G wird in einen bipartiten Graphen transformiert. Ein Be- 
darfsvektor und ein Fluss auf G werden mittransformiert. 



Zu einem ganzzahligen Fluss / G d u l erhalten wir einen ganzzahligen Fluss 
<f>{f) = /' € F a , d , ull , gemafi: 



f'(e') 



f((u, v)) fiir u,v £ V , u ^ v und e' = («', t>") 

W - E /( e ) fiir v £ V und e' = (t/, v") 

5-(e)=t) 

Wie man leicht iiberpriifen kann, ist die so definierte Abbildung <f> tatsachlich bijektiv 
und man kann sie zu einem Halbgruppenisomorphismus fortsetzen. 

□ 



4.3 Eine obere Schranke fiir Grobnerbasen 

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass (m x n)-Transportpolytope reduzierte Grobner- 
basen im Grad |_^^J haben. 

Damit verbessern wir die allgemeine Gradschranke fiir Grobnerbasen von torischen 
Idealen aus Korollar 3.2.9 ungefahr um den Faktor zwei. Dazu verallgemeinern wir 
Theorem 14.8 aus [Stu96]. 
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Satz 4.3.1 (Gradschranke fur Zellen). Sei Z eine Zelle eines (m x n)-Transport- 
polytops T rc mit s := ^ ri = J2j Cj- Sei A = {a^ | i G 1} = Z n Z mxn die Menge der 
Gitterpunkte in Z und -< eine gradiert umgekehrt lexikographische Termordnung auf 
k[x] = k[xi] ieI . 

Dann hat die reduzierte Grobnerbasis Q von Iz hochstens Grad s und das Initialideal 
von Iz ist quadratfrei. 

Beweis. Sei Q die reduzierte Grobnerbasis von 7^ beziiglich -< und sei x u — x v € Q. 
Es gilt supp('u) n supp(t)) = 0. Sei x p die kleinste Variable, die x v teilt. Da unsere 
Termordnung -< umgekehrt lexikographisch ist, ist x p kleiner als jede Variable, die x u 
teilt. 

Nach Voraussetzung gilt: 

Tt{x u ) = t^ei^i = tZieiViH = %(x») (4.10) 

7r(x p ) = t ap teilt (4.10) und damit auch t^^ lUiai . Also gibt es fur jede Eins, die in 
der Matrix a p auftritt, ein i £ supp(u), sodass ai an dieser Stelle auch eine Eins hat. 
Sei J C supp(tt) eine Menge minimaler Kardinalitat, sodass J2jeJ a j — a p gilt- 

Sei u' S {0, l} 1 der Inzidenzvektor der Menge J. Dann ist x u ' ein quadratfreies 
Monom, das hochstens Grad s hat und es gilt x u \ x u . 

Sei M := i^2 ieI ujoi) - a p . Die Matrix M liegt im Polytop k ■ Z fur ein fe G N. Aus 
dem verallgemeinerten Satz von Birkhoff und von Neumann (s. S. 19) folgt nun, dass 
sich M als Summe von k Matrizen aus A schreiben lasst, d.h. es existiert ein Vektor 
v' G N 7 mit M = J2 ieI Vitn. 

Also ist v G Iz und x u ist der Leitterm, da x p kleiner ist als jede in x u 

vorkommende Variable. 

Da x u minimaler Erzeuger des Initialideales ist und ein Vielfaches von x u , folgt 
x u = x u . Also ist Q eine quadratfreie Grobnerbasis von 7^, deren Grad hochstens s 
ist. 

□ 

Korollar 4.3.2. Fiirm,n G N beliebig gilt: Alle (m x n)-Transportpolytope haben eine 
quadratfreie reduzierte Grobnerbasis im Grad [^^J • 

Beweis. Sei Ah die Hyperebenenunterteilung von T rc nZ mxn . Diese verfeinern wir zu 
einer Triangulierung A, indem wir an den Ecken aller Zellen ziehen. Nach Satz 2.2.2 
erhalten wir so tatsachlich eine Triangulierung. Diese ist aufgrund von Pacos Lemma 
(Seite 35) unimodular und nach Satz 2.3.4 regular. 

Wir zeigen nun, dass die Grobnerbasis Q/\ aus Satz 3.3.2 die gewiinschte Eigenschaft 
hat. Nach Korollar 4.1.4 geniigt es dafiir zu zeigen, dass fur alle volldimensionalen 
Zellen Z von T r c die Grobnerbasis Qc\ z hochstens Grad ] y m ^ 1 J hat, wobei Az die 
Einschrankung von A auf Z n Z mxn bezeichnet. 
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Dies folgt aus dem eben bewiesenen Satz. Jede Zelle Z ist namlich isomorph zu einer 
Zelle Z', die die Eigenschaft hat, dass jeder Gitterpunkt M € Z' hochstens viele 
Eintrage hat, die verschieden von Null sind. Es erftillt entweder Z oder die komplemen- 
tare Zelle (rriij i— > 1 — m^) die Bedingung. Aus den Korollaren 3.2.6 und 3.2.7 folgt, 
dass die torischen Ideale der Zelle und ihres Komplements gleich sind. 

□ 



4.4 Konstruktion von Grobnerbasen in hohem Grad 

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass es glatte Transportpolytope und „schlechte" Term- 
ordnungen gibt, so dass die reduzierten Grobnerbasen von den torischen Idealen dieser 
Transportpolytope beztiglich dieser Termordnungen einen hohen Grad haben. 

Der Grad dieser Grobnerbasen wird fast so grofi sein wie die obere Schranke, die wir 
im vorigen Abschnitt bewiesen haben. 

Satz 4.4.1 (Existenz von Grobnerbasen in hohem Grad). Seienm undn gera- 
de. Dann existiert ein glattes (mxn)-Transportpolytop T rc , so dass die reduzierte Grob- 
nerbasis Q von It tc mindestens Grad — m = m ^ 2 ^ hat. 

Beweis. Zunachst definieren wir abkiirzende Bezeichnungen fur einige (y x ^)-Matri- 
zen mit Eintragen aus {0, 1}. Mit 1 bzw. bezeichnen wir die Matrizen, bei der alle 
Eintrage gleich Eins bzw. Null sind. lij sei die Matrix, bei der der Eintrag gleich 
Eins ist und alle iibrigen Null. Vertauscht man in dieser Matrix die Rolle von Nullen 
und Einsen, so erhalt man Oij := 1 — ly. 

Mit Hilfe dieser Matrizen definieren wir nun einige (m x n)-Matrizen: 




C := 



' 1 ... 
1 ... 


1 ... 1" 
1 ... 1 


1 ... 1 


1 ... 
1 ... 0_ 
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-4 1 := {Aj |l<»<y,2<j<--l}u 1 < i < -,2 < j < -J 

-4 2 :={^ l<i<-,J = -\ 

In v4 2 sind also die Matrizen, die im unteren rechten Block in der letzten Spalte eine 
Eins haben, in A 1 alle tibrigen Aij und By. 

Ein konkretes Beispiel fur unsere Konstruktion befindet sich am Ende dieses Ab- 
schnitts. 

Bemerkung 4.4.2. Fiir jede Matrix A € A 1 U A 2 existieren eindeutige Indizes (s, t) 
und (k, I), sodass A die einzige Matrix in A 1 U A 2 ist, mit a s t = 1 und a^i = 0. 

Genauer gesagt gilt t = I = j + \ fiir A^ und fiir B^ gilt t = I = j. Die Matrizen 
aus A 2 haben ihre eindeutige Null und Eins also in der letzten Spalte. Die eindeutigen 
Einsen befinden sich alle im oberen linken oder im unteren rechten Block. 

Es gilt: 



m n 

2 2 / 

EE(^ + 5„) = g-2)-C + 

i=l 7=2 " V 



m(n — 2) — n 



+ 1 -D + E = 



(4.11) 



- - 1 

2 1 



- - 1 

2 1 

m(n— 2)— n . m(n— 2) 

2 r 1 2 1 



1 



m(n— 2)— n 



+ 1 



Sei r = (f + 



mn, 




m(n— 2)— n 


+ 1 


m(n— 2) 


- 1 .. 


m(n— 2) 


- l" 


2 


2 


2 


m(n—2)—n 
2 


+ 1 


m(n— 2) 




m(n—2) 




- - 1 
2 1 




1 




1 




- - 1 

2 1 




1 




1 





, m 2 n 



+ y) ■ Betrachte das zu 



| + mn) und c — V2 ,..., 2 , 

diesen Vektoren gehorige Transportpolytop T rc . Nach Satz 1.4.3 ist dieses Polytop 
glatt. Sei A' :=T rc CiZ mxn . 

(4.11) ist eine Relation vom Grad mi ~ n ~ 2 ^ V on Punkten der Punktkonfiguration A, 
die man erhalt, indem man A 1 urn die Matrix 

... —mn 

N 







—mn 



verschiebt. Fiir M € A, i € [m] und j G [n — 1] gilt mjj > 0. 
Wahle nun eine der 



m(n — 3) 



\(j)\(\A\- 



m(n — 2) 



+ 1 



l-4 2 l 
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vielen gradiert umgekehrt lexikographischen Termordnungen -< auf A mit der Eigen- 
schaft, dass E -< A 1 -< A 2 -< M fur beliebige Matrizen A 1 £ A 1 , A 2 G A 2 und 
M G A\ (A 1 UA 2 U{E}) gilt. 

Sei x u — x v E /^i das zur Relation (4.11) gehorige Binom, d. h. u,»£ M" 4 mit «m = 1 
fm M eA 1 UA 2 ,v c = %-2,v D = m(w ~ 2) ~" + 1, tj b = 1 und alle anderen Werte sind 
Null. x u ist der Leitterm beziiglich -<, da xe \ x v und E minimal ist beziiglich -<. 

Wir zeigen nun, dass x u — x v in der reduzierten Grobnerbasis Q von I a beziiglich -< 
liegt, indem wir zeigen, dass x u minimaler Erzeuger von It^(I^) ist. 

Angenommen, es existiert ein Binom x u ' — x v ' G I a mit Leitterm x u ,u ^ u' 
und x u | x u , sowie supp(w') n supp(v') = 0. Fiir V := min(supp(i/)) gilt dann V -< 
min(supp(u / )). 

Wir wollen nun einen Wider spruch herbeifiihren. Dafiir untersuchen wir, welche Wer- 
te V annehmen kann. 

Fall 1: V = E. Fiir jede Eins, die in E auftritt, muss es eine Matrix in supp(tt') 
geben, die an dieser Stelle auch eine Eins hat. Mit Bemerkung 4.4.2 folgt dann aber 

u = 77,'. j/ 

Fall 2: V € A 1 . Nach Bemerkung 4.4.2 existiert ein eindeutiger Index (s,t) mit 
t < n — 1, sodass V die einzige Matrix in A 1 U A 2 mit v s t = 1 ist. Fiir alle Matrizen 
M aus supp(ii') gilt also m st = 0. Fiir alle Matrizen N G supp(-j/) gilt n s t > 0. Damit 
kann aber nicht = ^2mgA v 'm-^ gelt en, da die linke Summe an der Stelle 

(s, t) kleiner ist als die rechte. 

Also ist x u ' - x v ' J4. Jj 

Fall 3: V G A 2 , d. h. V = A^ fiir ein i. Aufgrund der Wahl unserer Termordnung 
folgt supp(w / ) C A 2 . V ist die einzige Matrix in A 2 mit vn = 1. Fiir alle Matrizen M 
aus supp(w') gilt also run = 0. Fiir alle Matrizen G supp(i> / ) gilt n-n > 0. Damit 
kann aber nicht YIm&a = J2mgA v 'm^ gelt en, da die linke Summe an der Stelle 

(i, 1) kleiner ist als die rechte. 

Also ist x u ' -x v> I a. ^ 

□ 



Beispiel 4.4.3. Sei n = m = 6. Wir betrachten also das Transportpolytop T rc mit 
r = (39, 39, 39, 39, 39, 39) und c = (3, 3, 3, 3, 3, 219) . Nach Translation sieht die Relation 
(4-11) dann folgendermafien aus: 
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1 1' 




1 1 1 




1 1 1 


1 1 
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1 1 1 




1 1 1 
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1 1 


1 


1 1 1 











+ 
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1 1 1" 




1 1 1 
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1 1 


1 1 1 




1 1 1 




1 1 
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1 1 1" 




1 1 1 
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1 1 


1 1 1 




1 1 1 




1 1 


1 



A 23 eA 2 



A 32 &A l 



A 33 eA 2 
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1 1 1 




1 1 1 



c 



D 



E 



4.5 Glatte (3 x 4)-Transportpolytope 

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die torischen Ideale von glatten (3 x 4)-Transport- 
polytopen im Grad zwei erzeugt sind. In [HP06] wurde auf ahnliche Weise die gleiche 
Aussage fur glatte (3 x 3)-Transportpolytope gezeigt. 

O. B. d. A. seien alle auftretenden Transportpolytope maximaldimensional. Nach Be- 
merkung 1.3.4 sind also alle auftretenden Transportpolytope (m — l)(n — 1) = 6 di- 
mensional. Wir verwenden die Zellunterteilungsmethode aus Abschnitt 4.1. Wir be- 
schaftigen uns also mit Zellen der Form Z£ mit r = (ri,r2,r3) und c = (01,02,03,04). 

Aus Satz 4.1.2 folgt, dass fur volldimensionale Zellen 1 < r; L < 3 und 1 < Cj < 2 
gelten muss. O.B.d.A. gelte sogar 1 < r± < r<i < < 3 und 1 < c\ < 02 < 03 < 
04 < 2. Damit konnen nur die in Tabelle 4.1 aufgelisteten acht verschiedenen Zelltypen 
auftreten. 



Summe aller Eintrage 


Zelltypen 


4 


r/1,1,2 

^1,1,1,1 


5 


7 1,2,2 7 1,1,3 
^1,1,1,2) ^1,1,1,2 


6 


>y2.2.2 ry\--2,.-\ 

^1,1,2,25 ^1,1,2,2 


7 

8 


^2,2,3 ryl,3,3 
^1,2,2,2; ^1,2,2,2 

7 2,3,3 
^2,2,2,2 



Tabelle 4.1: In (3 x 4)-Transportpolytopen auftretende Zelltypen 
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Unter diesen Zelltypen gibt es drei Paare von Zellen, die mittels der Abbildung 
[rriij i— > (1 — rriij)] isomorph sind. Diese Paare sind 



a, 1,2 
J i, 1,1,1 



,3,3,2 
J 2,2,2,2' 



7 1,2,2 
^1,1,1,2 



und Z l!l!l,2 



73,3,1 
^2,2,2,1' 



wobei rechts r und c jeweils absteigend sortiert sind, damit man besser sieht, dass die 
Zellen isomorph sind. 

Aus den Korollaren 3.2.6 und 3.2.7 folgt, dass die von den isomorphen Zellen erzeug- 
ten torischen Ideale jeweils gleich sind. 

Es miissen also nur noch fiinf Zelltypen untersucht werden. Fur diese haben wir 
mittels 4ti2 ([tt]) minimale Erzeugendensysteme ausgerechnet (s. Tabelle 4.2). Zum 
Erzeugen der Eingabe und zur Weiterverarbeitung der Ausgabe wurden in der Skript- 
sprache Perl ([W + 06]) geschriebene Skripte verwendet. 



Zelltyp 



#GP 



Erzeuger 



.1,1,2 



71,2,2 
^l, 1,1,2 



,1,1,3 
J i, 1,1,2 
,2,2,2 



,1,2,3 
J i, 1,2,2 



12 



12 

7 
15 



X 5 XgX U - XQX S Xi2, x 2 x 9 x w - X 3 X 7 X 12 , 

X1X5X7 - x 2 x 4 x 8 , x 7 x u - X 8 X W , 

X4X9-X6X7, X 2 XQ-X 3 X 5 , 
X!X 9 - X 3 X S 



X1X4X5 - x 2 x 3 x 6 , 
X5X10 - x 6 x 8 , 

X3X12 - X4X9, 



X7X12 - X 8 Xn, 
X5X11 - x 6 x 9 , 
XiX 8 - x 2 x 7 , 



Unimodularer Simplex, also Nullideal 



X 8 Xi5 
X4X12 

^2^15 
XiXn 
X1X13 
X3X7 — X4X6 



XiX 6 Xi - X3X4X11, 

X4X12 - X5X10, 
X1X12 - X2X11, 



X7X12 
X3X10 
X1X12 



X9X10, 
X4X7, 

X 2 X U 



- X 12 Xi3, 


X10X15 ~ 


~ X 11X14, 


X 8 Xi4 


- X9X10 


~ XgXn, 


XqX 13 - 


X7X10, 


X 6 Xi 5 


- x 7 x 12 


- X 5 Xi , 


X4X15 - 


^5^13, 


X 2 Xn 


- x 3 x 10 


~ X 3 Xu, 


XiX W - 


x 2 x 8 , 


X1X14 


- x 2 x 9 , 


- x 3 x 8 , 


XiX i5 - 


X3X9, 


X1X10 


- X4XQ, 


- X4X7, 


X1X12 ~ 


X 5 X 6 , 


X1X15 


- x 5 x 7 



Tabelle 4.2: Erzeuger der Zellen von (3 x 4)-Transportpolytopen 



Wie man der Tabelle entnehmen kann, sind die torischen Ideale von drei der fiinf 
Zellen im Grad zwei erzeugt. Die torischen Ideale der Zellen z\'\'1 1 und Z}'^ 2 hingegen 
haben minimale Erzeuger vom Grad drei. 

Die beiden problematischen Zellen sind zwar Gitterpolytope, aber keine glatten 
Transportpolytope. Zu jeder Zelle muss es also immer noch mindestens eine weitere 
benachbarte Zelle im Polytop geben. Wir werden zeigen, dass man stets in einer sol- 
chen benachbarten Zelle Gitterpunkte finden kann, mit deren Hilfe man die Relationen 
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vom Grad drei durch Relationen vom Grad zwei darstellen kann. Diese nennen wir 
Retter. 

Definition 4.5.1. Sei T rc ein (3 x A)-Transportpolytop und sei A die Menge der Git- 
terpunkte von T rc . Seien A, B , C, D, E, F (H A und sei A + B + C — D + E + F tint 
Relation vom Grad drei von A. 

• R € A heifit 1-Retter, wenn gilt: 

R + A = E + F (4.12) 

R + D = B + C (4.13) 

• Ein Tupel (R±, R2, R3) mit i?i , i?2 , -R3 £ A heifit 3-Retter, wenn gilt: 

B + C = Ri+R 2 (4.14) 

A + R 1 = D + R 3 (4.15) 
R 2 + R 3 = E + F (4.16) 

Lemma 4.5.2. Existiert ein 1-Retter oder ein 3-Retter fur eine Relation vom Grad 
drei, so lasst sich diese durch Relationen vom Grad zwei ausdriicken. 

Beweis. Die Aussage folgt trivial durch Einsetzen: 

A + B + C (4 = 2) A + R + D (4 = } D + E + F 



A + B + C (4 i 4) A + R 1+ R 2 (4 i 5) D + R 3 + R 2 (4 i 6) D + E + F 



□ 



Wir werden nun Retter fur die Relationen vom Grad drei in den beiden problemati- 
schen Zellen suchen. 
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Die Zelle Z 1 | 1 ^ 1 y. Diese Zelle enthalt die folgenden zwolf Gitterpunkte: 
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Die von 4ti2 ([tt]) berechneten Relationen vom Grad drei sind: 

M 5 + M 9 + M n = M 6 + M 8 + M 12 (4.17) 

M 2 + M 9 + Mio = M3 + M7 + M12 (4.18) 

Mi+M 6 + Mio = M3 + M4 + M11 (4.19) 

Mi + M 5 + M 7 = M 2 + M 4 + M 8 (4.20) 
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(4.17) 



(4.18) 



(4.19) 



(4.20) 



Wie man sieht, ist bei alien Relationen eine Spalte fest und von der Form (0,0, 1) T 
(grau markiert). Projiziert man diese Spalte weg, so handelt es sich bei alien vier 
Relationen um die Relation zwischen den Gitterpunkten im Birkhoffpolytop -B3. 2 

Es gemigt also, wenn wir nur noch die Relation (4.17) betrachten. Wir werden zeigen, 
dass stets ein 1-Retter oder ein 3-Retter fur diese Relation existiert, wenn sie in einem 
glatten Transportpolytop auftritt. 

Jede Zelle Z grenzt an hochstens 24 andere Zellen. Damit die Zelle an eine andere 
grenzt, muss namlich [djj > 0] oder [a^- < 1] eine Facette der Zelle sein, die gleichzeitig 
keine Facette des Polytops ist. Dies wird in der folgenden Abbildung verdeutlicht: 

Betrachte das Polytop P C M 2 in der Abbildung links. 
Es hat zwei volldimensionale Zellen: Die grau gefarbte 
Zelle Z und die schraffierte Zelle Z'. [x\ < 1] definiert 
eine Facette von Z, aber keine Facette von P. „Hinter" 
dieser Facette von Z liegt die Nachbarzelle Z' . 
Hinter der Facette F = {(xi,x 2 ) & P \ X\ = x 2 } kann 
keine andere Zelle liegen. 



(1,1) (2,1) 



Fa 







w 













(0,0) (1,0) (2,0) 



2 Im Birkhoffpolytop B3 gibt es genau eine Relation zwischen den Gitterpunkten: Die Summe der 
Ecken mit Determinante Eins ist gleich der Summe der Ecken mit Determinante minus Eins. 
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Wir tiberlegen uns nun, warum unsere Zelle keine Facette der Form [ciij < 1] hat. 
Die volldimensionalen Zellen sind sechsdimensionale Gitterpolytope. In einer Facette 
mtissen also mindestens sechs Gitterpunkte liegen, die einen fiinfdimensionalen affinen 
Raum aufspannen. = 1 fur i G {1, 2} gilt jeweils nur fur drei Gitterpunkte. a^j = 1 
gilt jeweils fur sechs Gitterpunkte. Diese sind aber mit den Relationen (4.17)-(4.20) 
afHn abhangig, spannen also einen hochstens vierdimensionalen affinen Raum auf. 

Demnach konnen Nachbarzellen nur hinter einer Facette der Form [ay > 0] liegen. 
Diese zwolf Ungleichungen sind tatsachlich genau die Ungleichungen, die die zwolf Fa- 
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cetten der Zelle Z 1 ' 1 ' 1 1 definieren, wie eine Berechnung mit dem Programm Polymake 
([GJ05]) gezeigt hat'. ' 



J l, 1,1,1 



eine (verschobene) Zelle eines glatten (3 x A)-Trans- 



Lemma 4.5.3. Sei Z 

portpolytops T rc . 

Dann gilt: Mindestens drei der zwolf Facetten der Zelle sind nicht Facetten des Poly- 
tops, d.h. jede Zelle von diesem Typ ist zu mindestens drei anderen Zellen benachbart. 

Beweis. Angenommen mindestens zehn Facetten der Zelle sind auch Facetten des Po- 
lytops. Die Facetten haben alle die Form [a^ > 0]. Die Matrizen in der Zelle enthalten 
jeweils acht Nulleintrage. 

Folglich kann man nun in jedem Fall eine Matrix M G Z finden, die in mindestens 
sieben Facetten von Z enthalten ist, die auch gleichzeitig Facetten von T rc sind. 

Unser Polytop ist aber glatt und damit nach Satz 1.4.3 einfach. Also darf kein Punkt 
in mehr als dim(T rc ) = 6 Facetten enthalten sein. J7 □ 

Wir wollen nun mit Hilfe dieses Lemmas Retter finden. Dazu unterscheiden wir zwei 
Falle: 

Fall 1: Es gibt eine Facette [ay > 0] mit i G {1,2,3}, j £ {2,3,4}, hinter der eine 

= 1, j = 2. Dann ist 



weitere Zelle Z' liegt. O.B.d. A. sei 



R = 



I: 



-1 1 1 
1 
1 



€ Z 



■1 3 



ein 1-Retter fiir (4.17), denn: 






-1 1 1" 







1 0" 





1 


+ 





1 




1 




l 


1 






1" 







1 0" 





1 


+ 





1 




1 






1 



R 



M 6 



Mn 



M 9 






-1 1 1" 







1 0" 







1 0" 







1" 





1 


+ 





1 







1 


+ 





10 


1 


1 




1 


1 




1 


1 




1 


1 



R 



M 5 



M 8 



M12 



3 Genau genommen liegt dieser Retter in einer verschobenen Version von Z' . 
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Fall 2: Die drei Facetten, hinter denen eine benachbarte Zelle liegt, sind: [an > 0], 
[a-21 > 0] und [031 > 0]. Dann ist 



(R\, R2, R3) 



ein 3-Retter, denn: 
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10 0' 
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Wegen Lemma 4.5.2 konnen wir also alle Relationen vom Grad drei, die zwischen 
Gitterpunkten von Zellen dieses Typs auftreten, durch Relationen vom Grad zwei von 
Gitterpunkten im ganzen Polytop darstellen. 



Die Zelle Zg^: 



Diese Zelle enthalt die folgenden zwolf Gitterpunkte: 
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Die von 4ti2 ([tt]) berechnete kubische Relation ist: 



Mi + M 4 + M 5 = M 2 + M 3 + M 6 
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(4.20) 



Wie man sieht, ist die vierte Spalte konstant (0, 1, 1) T und die Relation ist nach 
Projektion wieder die Relation aus dem Birkhoffpolytop B3. 

Eine Berechnung mit Polymake ([GJ05]) liefert, dass die Zelle die folgenden elf Fa- 
cetten hat: [dij > 0] fur i £ {1,2,3} und j £ {1,2,3}, sowie [024 < 1] und [034 < 1]. 

"0 x 
1 
1_ 

Wir wissen, dass hinter einer der Facetten der Zelle noch eine weitere Zelle liegen 
muss, da die Zelle in einem glatten Polytop liegt. Wir unterscheiden wieder zwei Falle: 

Fall 1: Die Zelle hat eine Facette [a^ > 0], hinter der eine Nachbarzelle Z' liegt mit 
i € {1, 2, 3} und j G {1, 2, 3}. O. B. d. A. sei i = j = l. 

Dann ist 



Die links stehende Matrix liegt also fur beliebiges x im Schnitt aller 
elf oben angegebenen facettendefmierenden Hyperebenen. 
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ein 1-Retter, denn: 
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Fall 2: Liegt hinter keiner der neun Facetten der Zelle, die wir im ersten Fall be- 
trachtet haben, eine Nachbarzelle, so miissen hinter den durch [024 < 1] und [034 < 1] 
definierten Facetten Nachbarzellen liegen. 

Ware dies nicht so, so lage beispielsweise die Matrix M2 in sieben Facetten des 
Polytops, und wir erhielten wie im Beweis von Lemma 4.5.3 einen Widerspruch. 

Es ist dann 
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ein 3-Retter, denn: 
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Wir konnen also auch hier wieder aufgrund von Lemma 4.5.2 alle Relationen vom 
Grad drei zwischen Gitterpunkten von Zellen dieses Typs durch Relationen vom Grad 
zwei von Gitterpunkten im ganzen Polytop darstellen. 

Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

Satz 4.5.4. Sei T rc ein glattes (3 x 4) -Transportpolytop. Dann ist das torische Ideal 
It tc * m Grad zwei erzeugt. 

Beispiele 

Beispiel 4.5.5 (Ein glattes Transportpolytop). Betrachte nochmal das Transport- 
polytop T^i^io)^^) = r (ljl)lj6 )( 2j 2,2,2) aus den Beispielen 1.4.2 (S. 22) und 4.1.5 
(S. 54). Das zugehdrige torische Ideal ist tatsachlich im Grad zwei erzeugt, ndmlich 
von den folgenden Binomen, wie eine Berechnung rait 4ti2 ([tt]) ergeben hat: 



£11216 - X 12 X 15 , 210215 - 2n2i4, 2i 2i 6 - 2i 2 2i4, 2 9 2i 4 



2 9 2i 6 - 2i 2 2i3 ; 27212 
26212 - 2 8 2i , 2 6 2i 6 
2 5 2i 5 - 27213, 
2 3 2i 6 - 24215, 
2 2 2i2 - 2 4 2io, 
2i2 7 - 2 3 2 5 , 
2i2i 6 - 24213 



2 8 2n, 
28214, 
25212 - ^8^9, 
X2X7 ~ X3X6, 
2 2 2i 6 - 2 4 2i4, 
2l2n - 2 3 2 9 , 



2 7 2i 6 

25210 
2 5 2i 6 
2 2 2n 
2l2 6 " 



" X 8 Xl 5 , 
~ 262g, 
" XgXi 3 , 
~ X3X10, 
X2X5, 



21215 - 23213, 



2 6 2n 
25214 
2 3 2 8 

^2^15 
X1X10 
X\X 8 



^10^13, X 9 X 15 
X7Xi , 2 6 2i 5 



XllX 13 , 

27214, 

- 26213, 25211 - 2729, 

— 2427, 23212—24211, 
2 3 2l4, 2 2 2 8 - 2 4 2 6 , 
2 2 2 9 , 21214 - 2 2 2l3, 

— 2425, 2i2l2 — 2 4 2 9 , 



Beispiel 4.5.6 (Ein Transportpolytop, das nicht glatt ist). 

Torische Ideale von Transportpolytopen, die nicht glatt sind, sind i. A. nicht im Grad 
zwei erzeugt. Betrachte z. B. das Polytop 2 n (ii3)(ni 2 ) , das nach Satz 1.4-3 nicht glatt ist. 
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Es gilt: 
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^~(113)(1112) hat lediglich zwei volldimensionale Zellen, ndmlich Z 1 ' 1 : x 2 (ohne Verschie- 
bung) und Zj'}'^ x (nach Verschiebung durch a 34 := 034 — lj. 

Z)a c?as Polytop nicht glatt ist, kann man Lemma 4-5.3 nicht anwenden. Die Zelle 
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hat nur eine Nachbarzelle. Diese liegt hinter der Facette [034 > 0]. 
Die Relation 
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(4.21) 



lasst sich nicht durch Relationen vom Grad zwei ausdriicken. Alle in der Relation vor- 
kommenden Punkte liegen ndmlich in der Hyperebene H = {A € M 3x4 | 034 = 2}. Da 
diese Hyperebene eine Seite des Polytops definiert, miisste jeder Retter fur diese Rela- 
tion auch in dieser Hyperebene liegen (Argumentation genauso wie im Beweis von Satz 
3.2.4)- Dies ist aber nicht moglich, da im Polytop keine weiteren Gitterpunkte enthalten 
sind, die in dieser Hyperebene liegen. 

Also hat jedes minimale Erzeugendensystem des torischen Ideals zu diesem Trans- 
portpolytop Grad drei. Ein mittels 4ti2 ([ttj) berechnetes minimales Erzeugendensystem 
ist: 



£1X5X7 - X 2 X 4 X 8 , X7X11 - XgXlo, X7X13 - X9X10, 2 5 2l3 - 2 6 Xl2, 2 4 2l2 - 2 5 2l0, 

2 4 2g - X 6 2 7 , 24X13 - X 6 2io, 222 6 - 2 3 X 5 , X 2 Xi 3 - X3X12, X 8 2i 3 - XgXu, 
XlX 12 -X 2 Xu, XiX 9 -X 3 X 8 , X1X13-X3XH 

Das Binom X1X5X7 — X2X4X8 entspricht der Relation (4-21). 
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4.6 Ausblick 

Wir haben in diesem Kapitel einige Antworten auf die in der Einftihrung aufgeworfenen 
Fragen gefunden. Es bleiben aber weiterhin offene Fragen. 

Die Frage nach dem Grad von minimalen Erzeugendensystemen haben wir vollstandig 
beantwortet: Wir haben gezeigt, dass die torischen Ideale von alien Flusspolytopen im 
Grad drei erzeugt sind und wir kennen Beispiele, fur die diese Schranke scharf ist. 

Bei der Frage nach Gradschranken fur Grobnerbasen haben wir uns auf die torischen 
Ideale von Transportpolytopen beschrankt. Wir haben gezeigt, dass die reduzierten 
Grobnerbasen von torischen Idealen von (m x n)-Transportpolytopen beztiglich einer 
beliebigen umgekehrt lexikographischen Termordnung hochstens Grad |_^^J haben. 

Eine interessante Frage ist, ob sich ein ahnliches Ergebnis auch fur Flusspolytope 
erzielen lasst. Unser Beweis lasst sich leider nicht direkt ubertragen, da wir die Tatsache 
benutzen, dass alle ganzzahligen Matrizen in einer Zelle eines Transportpolytops eine 
konstante Anzahl Einsen enthalten. Eine analoge Aussage fur Flusspolytope gilt leider 
nicht. 

Eine weitere Frage ist, ob diese Schranke scharf ist. Wir konnten daftir keine Bei- 
spiele finden. Alle reduzierten Grobnerbasen von (m x n)-Zellen, die wir am Computer 
ausgerechnet haben, hatten hochstens Grad min(m, n). Wir haben allerdings gezeigt, 
dass wir mehr Miihe auf die Wahl der Termordnung verwenden miissen, wenn wir ei- 
ne bessere Schranke beweisen wollen. Es gibt namlich ungtinstige Termordnungen, fur 
die unsere obere Schranke annahernd scharf ist, sogar dann, wenn man sich auf glatte 
Transportpolytope beschrankt. 

Wir haben gezeigt, dass torische Ideale von glatten (3 x 4)-Transportpolytopen im 
Grad zwei erzeugt sind. Als nachstes konnte man daruber nachdenken, ob sie auch 
Grobnerbasen im Grad zwei haben. Gegenbeispiele sind uns nicht bekannt. 

Es ware auch interessant sich zu tiberlegen, ob man dieses Ergebnis auf Transport- 
polytope grofierer Dimension oder sogar Flusspolytope verallgemeinern kann. Dazu ist 
es aber notwendig, sich eine neue Beweistechnik einfallen zu lassen. Denn einerseits 
sind sicher sehr viele Fallunterscheidungen notwendig, wenn man fur alle problemati- 
schen Relationen von Zellen grofierer Transportpolytope Retter finden will. Andererseits 
stofit man auch recht schnell auf grofie Hiirden, wenn man mit Hilfe eines Computers 
Erzeugendensysteme und Grobnerbasen der Zellen berechnen will. Ein aktueller PC 
mit aktueller Software (4ti2) ist beispielsweise nicht mehr in der Lage minimale Erzeu- 
gendensysteme fur die torischen Ideale von alien Zellen von (6 x 6)-Transportpolytopen 
auszurechnen. 
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